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مقدمة المتر or‏ 


الحمد لله رب العالین» حمداً يليق بجلاله وکاله» والصلاة والسلام على افادي البشیر 
والسراج المنير البعوث رحمة للعالین سیدنا محمد وعلى آله وأصحابه أجعين» وبعد: 

يعد هذا الکتاب من القلة في امندسة التفاضلية وبالأخص هندسة ريمان» وبالتالي فان هذا 
الکتاب یعتبر من الکتب النادرة التي OSL‏ الله سوف تثری الکتبة العربية في هذا الجال. حيث aj‏ 
من خلال البحث في مكتبة اللك سلیان وعدة مکاتب عربية آخری تبين لي أنه يكاد ینعدم وجود 
کتاب في امندسة الري‌انية باللغة العربية. 

يعتبر هذا الکتاب مرجعاً جیدا في دراسة الطالب لقرر امندسة الریبانیة ویتمیز في تقدیمه 
للأمثلة والتارین بطريقة واضحة تساعد الطالب على فهم الوضوع. اضافة لاحتوائه على 
الرسومات والاشکال افندسية التي تساعد في توضیح الفهوم افندسی والریاضی للقاری. كما يعتبر 
الکتاب مرجعاً لطلاب البکالوریوس والدراسات العلیا في الریاضیات والتخصصین في فرع 
امندسة والتبولوجي» وذلك حیث إن الکتاب یساعد الطالب في بناء آرضية علمية قوية في هندسة 
رییان. 

یعرض هذا الکتاب الفهوم الرئیس في الهندسة الريمانية وهو الانحناء. حیث إن الانحناء من 
pal‏ الفاهیم في امندسية التفاضلية والقصود بالانحناء هو قياس مقدار الانحراف في الشکل 
افندسی. یشمل الکتاب دراسة السطوح ذات البعد الثنائي في 8 و "۰18 السطوح ذات البعد 
om‏ في R”‏ . کذلك تم عرض مقدمة في اهندسة الريمانية بداية من النطو الريماني. بعد ذلك يقدم 
الكتاب بعض النظريات في هندسة Oley‏ 


و امندسه الریمائیه: دلیل البتدتین 


یتکون الکتاب من عشرة فصول جاءت كما یل : 
الفصل الثاني: النحنیات في R”‏ 

حتوی هذا الفصل على تعریف النحنی في الفضاء. والنحنیات النتظمة وتغيير البارامتر 
والسرعة» والتسارع والانحناء. حیث تم دراسة آهمية مفهوم الانحناء للمنحنی وذلك من خلال 
حل مشكلة الدخنة. حيث إن المنحنى الستخدم في الدخنة هو النحنی اللولبی والشكلة كانت ما 
هو نصف القطر الناسب للمنحنی مقارنة بارتفاعه. 


لفصل الثالث: السطوح في 137 

يقدم هذا الفصل تعریف السطوح في 187 والانحناء للسطوح القابلة للاشتقاق مرتين؛ 
والمماس الستوی لسطح» والصيغة الأساسية الأولى والصيغة الا ساسية الثانية. وتعریف الانحناءات 
الا ساسية وانحناء جاوس والانحناء الوسیطی. کذلك يحتوي الفصل على نظرية EY‏ مساحة 
السطوح. ونظرية جاوس إغريغوم. 


الفصل الرابع: السطوح في RY‏ 
یعتبر هذا الفصل تعمیمً للفصل السابق حیث إنه تم تعمیم دراسة السطوح من 187 إلى R”‏ . 


الفصل الخامس: السطوح ذات البعد 7 في R”‏ 

پتناول السطوح دات البعد R” t m‏ من حيث تعریفها ودراسة الانحناء. حيث يعرف 
التانسژر الأساسي الثاني؛ ومتجة الانحناء الوسيطيوتانسور انحناء ریمان» وانحناء ریتشی» والشتقة 
التغایر ة. 


الفصل السادس: هندسة ریان الداخلية 

يقدم هذا الفصل بعض الصیغ والعادلات الرياضية للهندسة الريانية» ومنطو رياني 
وانحناء اتات ابلیودیسية. ونظرية للمنحنی اللي وبعض الصیغ للجیودیسك, 
والهندسة الزائدية» و الطارة(الدونات). 


l dalia‏ جم 


الفصل السابع: النسبية العامة 
مقدمة لنظرية النسبية العامة» والنسبية الخاصة» وفراغ شوارزشیلد وفراغ لورینتز. 


الفصل الثامن: نظرية جاوس وبونیه 
تعتبر هذه النظرية من أهم النظریات في الریاضیات حيث تربط افندسة بالتوبولوجي. 
حيث يحتوي هذا الفصل على بعض الصیغ الخاصة بجاوس بونیه نظرية جاوس بونیه» تطبیق 
mA F + 5 aa ۳ = ot ۲ 1 ws ۱‏ 
جاوس للسطوح في IR?‏ تطبیق جاوس للسطوح الزائدية» [ثبات نظرية جوس بونیت في ”8 . 


الفصل التاسع: الجيوديسى وافندسة العمومية 

یتناول هذا الفصل تعمیم الجيودسيك وبعض النظریات في النطو إلى جزء آکبر في النطو. 
Wis‏ يحتوي على تعریف التطابق الأسى» والانحناء للزمرة SO(n)‏ » والنقاط الزدوجة وحقل 
جاكوبي» ونظرية بونیه. ونظرية بونیه-ماریرس» والانحناء عندما یکون قيمة ثابتف ونظرية الکورة 
في منطو Oley‏ ونظرية القارنة لراتش. 


الفصل العاشر : العیار العام 

في بداية الفصل یتناول الکاتب تعریف المقاييس» وتعمیم الانحناء‌ات للمنحنیات» ودراسة 
اتجاه المنحنى» وبلورات الاملاح الزدوجة كذلك یتناول ذکر بعض النظریات الخاصة في قياس 
اللحنیات والانحناء والاتجاه للمنحنی. 

وفي النهاية لا يسعني إلا أن أتقدم بالشکر والتقدیر لرکز الترجمة في جامعة اللك سعود على 
دعمهم لشروع das‏ هذا الکتاب منذ أن كان فكرة وین الانتهاء من ترجمته و حکیمه. ولعل هذا 
العمل يثري تخصص افندسة التفاضلية في المملكة العربية السعودية والدول العربية» ویقدم إضافة 
مهمة لطلاب مرحلة البکالوریوس والدراسات العلیا» حيث يقدم هم العدید التعاریف والنظریات 
في الهندسة التفاضلية وبا لخصوص في هندسة Oley‏ 


المندسة الریانیة: دلیل البتدئین 


وأسأل الله التوفیق والسداد» وآن یکون هذا العمل نافعاً وخالصاً لوجهه الكريم» إنه ولي 
ذلك والقادر علیه» وصلى الله وبارك على نبینا محمد وعلى آله وصحبه وسلم. 


الترجم 
د. ناصر ابراهيم الترکی 


i -!‏ باينا 


تعرض الصیغ المركبة هندسة Oley‏ جانباً مرعباً للطالب. يركز هذا الکتاب الصغیر على 
الفهوم الرئیس -التقوّس. له یتناول هندسة رییان بشکل ميسّرء By‏ على السطوح في R”‏ بدلا من 
منطویات Olay‏ الجردة. 

Sb‏ بعد ذلك الصیغ الجوهرية الاکثر تعقید تعقیدا. تتناول الفصول اللاحقة امندسة الز ائدية والنسبية 
العامة» واهندسة العمومی وبعض الابحاث الحالية عن منحنیات تقايل الطاقة ومسألة الحیطات 
المنساوية. تثبت الممرهنات عند تقدیمها الفکرة الرئيسة: es‏ التفاصیل التي قد تربك الطالب. 

Gal‏ هذا الكتاب بناءً على مقررات الدراسات العليا التي as‏ بتدريسها عن تحليل الُوتر في 
معهد ماساتشوستس للتكنولوجيا عام ۱۹۷۷م» وعن الهندسة التفاضلية في جامعة ستانفورد عام 
ع جامعة برنستون عام ۰+ وانطلاقاً من حاجتي ی فهم التقوس بشکل آفضل فا 
يتعلق بعملي. يتضمن الفصل الأخير بحثاً قام بإعداده طلاب كلية ويليامز. 

Syl‏ أن آشکر طلابي» ولا سيم لیس أندروود؛ ويول سيجل» مساعدي التدريسي في تحليل 

bral‏ والشارکین في الحلقة الدراسية التي Sal‏ في واشنطن ولي بقيادة تيم مردوتش و فرانك 
جونز» وروب کوسنر» وجون م. وسولیفان» وجين تایلور وديف ویت. 

یتضمن هذا التنقیح للاصدار الثاني الکثبر من التارین الجديدة وتوسْعا في الفصل التاسم 
الذي یتناول امندسة العمومية. يلي ذلك رین مفید لنیتش [Nit]‏ ویتضمن ثبت الراجع اسنادات 
ترافقية لكل اقتباس في هذا الکتاب. 

من بین الکتب الاخری التي رأيت lqiÎ‏ مفيدة Differential and Riemannian Geometry‏ 


لو aa)‏ لوغويتز Notes on Differential Geometry «[Lau]‏ لمؤلفه هيك L) [Hi]‏ للاسف نفدت 


۳ افندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


Differential [S] Slaw aal 0 Comprehensive Introduction to Differential Geometry «(atab 
نصوصاً أكثرٌ تعقيداً عن‎ [Pet2] وبیترسن‎ [Ch] وقد قدم تشافل‎ [St] ستوکر‎ ail gl Geometry 
Oley هندسة‎ 

Geometric Measure Theory: A Beginner's Guide وكتاب‎ We آستخدم هذا الکتاب‎ sl 
وقد قام بتحریرهما وتزویدهما برسومات جيم بريدت التوضيحية کلاوس بيترز» کنصوص‎ [M] 
لقرر جامعی متقدم لفصل واحد في كلية ویلیامز.‎ 


ولیامز تاون» ماساتشوستس 


فر انك مورغان 


الفصل الاول: القدمة A‏ 
الفصل الان لاتق Sea, E‏ 


الفصل الثالث: السطوح في e R?‏ 
الفصل الرابع: السطوح في P E R”‏ 
الفصل الخامس: السطوح ذات البعد 7# في 18 ۳۳ 
الفصل السادس: امحندسة الري‌انية الداخلية 7 
الفصل السابع: النسبية العامة و موی بو ی 


الفصل الثامن : نظرية جاوس وبونيه e ras es‏ ی 1 
الفصل العاشر: المعيار العام ra AES EES Srl a‏ 


EEE EE FF FE 8‏ هت هج خخ FF See eae ea Oa EEE‏ هه Ce FF eS‏ هماع 


EV ovaries sea Sra اام ووه‎ 
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GoD) (شمن‎ 


المقدمة 


تتمثل الفكرة الرئيسة للهندسة الريمانية في التقوس. حيث ایا تصف أهم الخصائص 
ا هندسية للمسارات الدائرية ومسارات الفضاء الكوني. سنبداً في هذا الكتاب بتعريف التقوس 
لنحنى المسار الدائري. يستخدم الفصل السابع تفسير النسبية العامة للكتلة على YET‏ تقوس الفضاء 

یعرف التقوس ‏ لمسار دائري dL‏ معدل تخیر اتجاه التجة المتحرك 7» ویقاس بالراديان أو 
بالدرجات لكل متر. يكون التقوس GLAS‏ المنحنيات الحادّة» ويساوي صفراً في المنحنيات 
المستقيمة. كا هو موضح في الشكل (۱ ,۱). 

يمكن لسطح ثنائي الأبعاد» مثل السطح المبين في الشكل ۰۲-۱ أن ينحني في اتجاهات 
مختلفة بمقادير مختلفة ربا للأعلى في بعض الاجاهات وللأسفل في اتجاهات أخرى. وعل طول 
الخطوط المستقيمة في المتتصف. إِنَّ التقوسين الرئيسين ۱" و × هما الأكثر صعوداً (إيجابي) 
والأكثر نزولاً (سلبي)ء على التوالي. بالنسبة إلى شكل السرج الوضح في الشكل (VY)‏ يتضح آنه 
ie a‏ ی 1 _ 598 
عند نقطة الأصل يصبح SS‏ 

ان التقوس الوسطی یمکن حسابه كالتالي 7-- 2 كا = -H‏ با Ol‏ تقوس جاوس هو 
E .) = K] K? ۳‏ القطب الحنوبي لكرة الوّحدة كما هو موصح E‏ الشکل ۰1-۱ التقوسان 
الرئیسان Kj] = kK? =] LA‏ والتقوس الوسطي هو 2= H‏ وتقوس جاوس هو 1- G‏ 


۲ احندسه الرييانية: دلیل البتدئین 


آداة محصورة في السطح. حيث UE]‏ خصائص "خارجية". لقد توصّل جاوس إلى اکتشاف مذهل» 
إلا أنه يمكن قياس تقوس جاوس 12 = © من حیث المبدأء من داخل السطح. تفید هذه 
النتيجة. التي تعرف بمبرهنة اغریغوم أو الیرهنة الهمت آن تقوس جاوس هو خاصية EE‏ 
فوق السطح ذي البعد ” في ROHE‏ له m‏ من التقوسات الرئيسة Ky. Ky‏ عند کل نقطة. 
بالنسبة للسطح ذي البعد ” في ”۸ Op‏ الوضع أكثر تعقیدا؛ dle‏ لا يُوصف بالارقام أو 
التجهات. بل من خلال in‏ الأساسي الثانی. ومع ذلك» فان تعميم مبرهنة إغريغوم لتبین 1 
التجميع لوتر تقوس ریمان هو داخلي. 








1 


الشکل (۱,۱). يُعرّف التقوس بأنه معدل تغير اتجاه التجة المتحرك. 


۳ de Lal | 





الشکل (۱,۲). في منتصف هذا السرج» التقوس الصاعد الاقصی K] ne de‏ والتقوس النازل الأقصی هو 


. K3 -ح‎ 1 





الشکل (۳,۱). في القطب الحنوبيء التقوس هو 1+ في حميع الاجاهات. 


تسعی الکتب والقالات الحديثة في جال افندسة التفاضلية OY‏ تعطی التقوسات الداخلية 
تعاریف داخلية و fog‏ المحيط ۲ jue‏ البداية. في هذا الکتاب تستقر السطوح R” E‏ حرف 
یمکننا اعطاء تعریفات مجرّدة للمُوتر الأساسی الثاني وموتر تقوس ريان. ثبت لاحقا أن مُوتر 


YeD)‏ رهاي 


R” بات كي‎ TNE I] 


[tes‏ الفكرة الرئيسة للهندسة الريمانية - التقوس - في منحنیات الفضاء البينة في هذا 
الفصل. بالنسبة للمنحنی البارامتری xt)‏ أي RY‏ حيث إن السرعة ×= ۷« ومماس الوحدة 
=O‏ ۰7 یعرف متجة piel‏ با معلل تغبر 7 بالتسبة ال طول القوس: 


ld 
lest ile se ا‎ 
ds/dt Wi 


يشير متجة التقوس × ال الاتجاه الذی یتحرك فيه المياس ۰7 متعامداً على T‏ 
بحیث يعطي طوله (التقوس القیاسی CK =| a]‏ معدل الانعطاف. كما هو موضح في الشکل 
1-2 . بالنسبة للمنحی الستوي ذي ناظمي الوحدة on‏ 

K= ld n/ds|. 

بالنسبة لدائرة نصف قطرها »۰ يشير »× إلى المركزء ويكون 4/[=«»» بالنسبة 
للمنحنى العام» فان أفضل تقريب» أو ملاصقة عندما يكون نصف قطر الدائرة ۰1/۲ 
ویسمی نصف قطر التقوس. 

إذا كان ا متحنى (Les‏ بطول القوسء SG‏ متجة التقوس × يساوي 2/492 4. إذا كان 
النحنى هو رسم الدالة =f(r), f ROR‏ ر ماساً للمحور × في نقطة الأصل ۰0 إذا 


K(0) =f ”)0( ”هرجح 1 ”جرع‎ + 


)۲ , ۱( 





۲ , ۲( 


3 افندسة الريانية: دلیل البتدئین 





الشکل (۲,۱). يُشير متجة التقوس E‏ إلى الاتجاه الذي ينعطف فيه متجة الماس 7 وإلى مدی سرعته. Sy)‏ طوله |> 
هو مقلوب نصف قطر الداتر ة الملاصقة. 


دون فرضية التماس» یکون التقوس القياسي 


۱ | 3/2 
calf زج‎ 7 sin? o/ (1+1 P) ۰ 


حيث إن © هى الزاوية بين "و" /. فان من المؤكد أنه فى CR”‏ ج 1: ل 0=0»و 


epler 

يشير التقوس كيف أن طول النحنی يتغير كلما كان النحنی مشوها. فاذا دفع جزء متناهي 
الصغر في منحنی مستو كك du BUM‏ في الاتجاه ‏ فإن الطول یتغیر بالعامل 1-64۷ . 
والحاصل أن القوس الأصلى یوجد في الصف الثاني لداثرة نصف قطرها ۰1/6 والصف الجديد في 
دائرة نصف قطرها du)‏ «—1/«)(1(= :1/۷-0. 

|S‏ هو موضح في الشكل (۲,۲). بصورة آعم إذا كان الانسحاب هو متجة edu‏ فليس 
بالضرورة أن يكون باتجاه ek‏ حيث إن ما بهم هو مركبة du‏ في اتجاه ۰1 ويتغير الطول بالعامل 
dibs .1- ٠‏ فان المعدل الأول لتغير طول المنحنى © في R”‏ مع السرعة الأولية 
V - ۲‏ هو ds‏ 037 |- ( کا هو موضح في الباب 10-4). 











۲ ý 2 


المنحنيات في R”‏ ۷ 





الشكل (۲,۲). ينخفض عنصر طول القوس ds‏ المدفوع باتجاه K‏ بالعامل ا 1-16 . 


(Y, ۱(‏ مسألة المدخنة في أحد الأيام» تلقيت مكالمة من شركة تقوم ely‏ مدخنة ضخمة تتطلب 
وصل شریط متصاعد. أو لوح طولي لتأمين الدعم افیکلی S)‏ هو موضح في الشكلين VAT)‏ و 
٤‏ , ۲). فکان علیهم بداهة أن يقصّوا قطع اللوح الطولي من قطعة معدنية مسطحة S)‏ هو موضح 
في الشکل (۲,۵). لقد كان السوال ما هو خیار نصف قطر الداترة الداخل 7 الذي يجعل اللوح 
الطولى مناسباً للمدخنة؟ 
إن النحنی الذي یتصل اللوح الطولي من خلاله بالدخنة هو لولب: 
x =(x,y,z)=(acost,asint,ht/2n),‏ 
من الاحدائیین × و ر اللذین یتبعان الدائرة التي نصف قطرها 3.75 = ۾ قدم »في حين أن 
الإحداثي 2 يزيد بمعدل ابت. في كل دوران تزداد 0 في GA‏ 27 وتزداد 2 من خلال 
5 - 7 قدم. SLs‏ یکون متجة السرعة 
v =x =(-asint,acost,h/2n)‏ 


والسرعة هي 


۸ احندسة الريبانية: [Jo‏ البتدئین 





۶ Mati ۳ 


الشکل (۲,۳). الشريط المعدنيء أو اللوح الطولي یلتف حول الدخنة بشکل لولبي. 


ان طول الدورة الو احنة هر 


21 
L= | ۷0 = ÎNC. 
0 


بالقياس مع دائرة» خن الهندس أن نصف قطر القطع الداخلي النموذجي ۲ سيكون 


=٩ = 6‏ 1/2۳ قدم. عندما قام بإنشاء نموذج صغيرء اكتشف أن تغمینه كان hdo (pine‏ بعد 


إن الطريقة ا مثلى ‏ حساب ١‏ هي أن يكون اللوح الطولي ذا تقوس صحيح. سنقوم OW‏ 
بحساب التقوس ‏ للولب r dsl,‏ على أنه نصف قطر التقوس 1۳1 (اي» نصف قطر الدائرة 
دات تقوس متساو) . 
كي ا T =v ۷۰۵ EEP‏ وبالتالى Op‏ متجة التقوس هو 

dT jdt v/c 


1 ۱ 
—— =—~_(-acost,asint,0), 
ds/dt c 2م‎ 





K=dT /ds = 








الشکل E)‏ , ۲). إن نصف قطر الدخنة 3.75 = » قدم. وارتفا ع كل دورة للطول اللوحی هو 31.5قدم. والتقوس 
القياسی‌ هو 2ج K = af‏ وعلیه؛ فان نصف القط الداخ ی JEU‏ هو 
قدم =c7/a~10.45‏ ۱/۲ - ۲ 


وهو ما یتوافق تقریبا مع نجربة الهندس. 





الشکل )0 , ۲). عندما يتم قص قطع اللوح الطولي من قطعة معدنية مسطحة. ما هو نصف القطر الداخلی ۲ لذي 
بعل اللوح J shall‏ مناسباً للمدخنة؟ 


|a‏ احندسة الریمانیه: دلیل البتدئین 


مارین 
(۱ , ۲) احسب متجه التقوس عندمایکون 0= × لما يل: 
=7x74+8x24+9x4 (i‏ بر 
y =6x +72 +8 +9 (o‏ 
Fal‏ ˆ 9+ دبع + 2 +7x‏ 67 +5 ح y‏ 


(Te)‏ یتحدد موقع (antimoth) "ge‏ في R?‏ من العلاقة 
/3 22 . ۱ 
x= ۱ cost,t n, i‏ 


أ)ارسم السار. 
ب) احسب متجة التقوس ‏ كا في مسألة الدخنة في الباب ۱-۲ (تصبح مشوشة.) 
ج) احسب السافة القطوعة خلال الثواني الاربع الأولى. 
(۲,۳) أ. ارسم أ ×= fy‏ في R?‏ . علام ستختن أن التقوس هو الأكبر قیمة؟ 
Ó‏ احسب التقوس القيامي fi‏ بتوسيط التحنی على شکل [74,/) = ند 
ب) استخدم الصيغة الثانية المبينة في الصفحهة 1 للتحقق من |جابتك على لتمرین ب. 
ج) آين تکون قيمة ‏ الکبری؟ 


WO) aid) 


السطوح في R?‏ 


یتناول هذا الفصل دراسة التقوس عند النقطة p‏ لسطح 5 للمرتبة 02 في (C7 R?‏ 
يعني محلياً أن السطح هو رسم الدالة ذات المشتقة الثانية التصلة. حيث يتضمن حساب التقوس 
الاشتقاق مرتين.) 

ليكن 75 يشير إلى فضاء [Bil‏ للمتجهات ا ملامسة ل 5 عند p‏ وليكن ١‏ يشير إل 
منجة الوحدة الناظمي لسطح 5 عند . لدراسة تقوس iS‏ فاننا نقطع 5 إلى شرائح ذات 
سطوح مستوية عددها 1 وندرس متجة التقوس K‏ للمنحنیات الناغجة .)5( هو موضح ي الشكل 
۱-۳) من ا مؤكد آنه يجب أن یکون کل » مضاعفا ل ۱ ۰۸:۷ (سنسمح الان بأن يكون K‏ 
be ps‏ أو سالباً. تعتمد إشارة > إلى اعتیار متجة الوحدة الناظمی» ظ.) حیث سیظهر لنا أن AST‏ 
وآصغر التقوسات ۱,2 (تسمى التقوسات الرئيسة) تحدث في اتجاهات متعامدة و تحدد التقوسات 
et E‏ الاجاهات الآخری. 

اختر الاحدائیات التعامدة في R?‏ على أن تکون نقطة الأصل عند ep‏ والسطح 5 مماساً 
للمستوى ۲-۷ عند 7 » ويشير n‏ إلى حور Z‏ ا موجب. يشير السطح 5 Le‏ إلى رسم الدالة 
Oy)‏ ركعي ا imis‏ وحدة ۷ ماس ل 5 عند م۰ مع متجة الوحدة الناظمي n‏ 
يولد مستوي؛ بحيث يتقاطع مع 5 في منحنى. إل انقوس > هذا النحنى الذي نسميه انقوس 
ي الا ole‏ ۰۷ هو المشتقة الثانية. 


۲ الهندسة الريانية: دلیل البتدئین 





i¢ 2 مر‎ 
مگ رم‎ ( 
ae: ۱ / dx x dy 
K=(D f | (V,.Vv)=V ۷ 
١ 2 رس‎ o 
yar? 9 p 





الشکل (۱ , ۳). يقاس تقوس السطح ۵ عند النقطة 7 بقیاس شرائحه عر الستویات. 


على سبیل الثال إذا كان 


4 ع سمس | + | |“ ۱ 2 3 sfa kT | i‏ 
يُسمى الشکل الثنائی الخطي | TpS (DF‏ بالشکل الأساسي الثاني 11 لسطح S‏ 


عند النقطة p‏ » ا معطى ‏ إحدائيات على شكل مصفوفه متائله 22 : 





97 7 
ظ‎ 2 dxo 
]1 - Df = ; 
077 of 
dy dx ay 2 


إن هذه الصيغة جيدة عندما یکون السطح Lule‏ للمستوی ب ×. بالنسبة للشکل الأساسي 
الثاني» نستخدم YI Gho‏ حدائیات التعامدة . 


باعتبار الشکل الأساسی الثانی 11 مت‌اثلا» فقد نختار إحداثيين oxy‏ بحیث یکون ۲۲ 
مصفو فة قطرية. 
0 1 
II =‏ 
K?‏ 0 


یتوصل إلى تقوس ‏ في الا تجاه (0هزة,0 ومه) = ۷ من صيغة آویلر VV!)‏ 
K2 sin? O,‏ +9 “ومح K= ۷۰, ۷( - ۷ Iv = «ı‏ 


LA سط الموزون ل ۵ على وجه التخصيص» إن التقوسين الأكير والأصغر‎ gl 
با مناسيةء يظهر‎ . y ویتوصل إليهما من الاجاهات التعامدة التی اخترناها للمحورین و‎ 2 
.)۳, ۲ ليونارد أويلر على قطعة نقدية فثة 0 فرنکات سويسرية کا هو موضح في (الشکل‎ 


(۳,۱) تعريفات 
عند التقطة م على السطح SCR?‏ تُسمى القيمتان الذاتیتان 1,1۵ للشكل الأساسى 
الثان 11 c‏ بالتقوسات الرئيسة» ويسمى المتجهان الذاتيان YY‏ يمكن تحديدهما الا إذا كان 1۵ = K]‏ 
) بالاتجاهين الرئيسين أو اتجاهى التقوس. ويسمّى أثر الشكل الأسامى الثاني 11 ۰+2۰ 
بالتقوس الوسطى H‏ .کم یسّمی حدد الشكل الاساسی الثاني ۰11 1112 » بتقوس جاوس 6. 
LY‏ إشارتق 11 و «G lel H‏ تعتمدان على متجهة الوحدة الناظمي 1. هناك بعضص 
العا جات تعرف التقوس الوسطى بأنه 


K] TK? 


Sia ii = 
2 2 


۱٤‏ لهندسة الرييانية: دلیل البتدئین 


باعتبار التقوس > dd‏ معدل تغير طول مشتقة النحنی البین في الفص ل GUN‏ فان التقوس 
الوسطي يدد معدل تغير مساحة مشتقة السطح. باعتبار أنه نُسمى معدل تغير دالة في عدة 
منک ات : الا شتقاق الا ole‏ ونعت Alot‏ على انجاه Y/ Stal! BIE 3 pref‏ بتدائى pri)‏ مسا سے السطح 


يعثمد على سرعته الابتدائية ۷ ویسمی التغير الأول. 





ir rr 3‏ 7 ات eee = co zł‏ بت یات 


I -= —‏ اسم ل لشم تست 


الشکل (۳,۲). یظهر لیونارد آویلر على قطعة نقدية فئة 10 فرنکات سويسرية. 


Y)‏ ,۳) النظرية 
لیکن 5 سطحامتصلاً في R?‏ يت التوص لإ ی التغي الأول لساحة السطح 5 فيا یتعلق بحقل 
التجة التص لا حام لا متراص ۷ بالتراص عل ىالسطح ك بتكامل ۷ بالنسبة ‏ إى التقو سالوسطي: 


8! (S)=-[ ۳ 
5 


ملاحظة: نعرف (6) 8 عل آنه 
a (5 +۶۷ ( ۸-0‏ 
أو على نحو (Pe‏ 
d‏ 
p (f, )۵ (=0‏ 
fy lee‏ هو أي تشوه للفضاء gd C?‏ متجة السرعة الأولية ۷ على السطح 5. ] 
يعتمد (S)‏ على ۷ فقط وهو خطي في 1.۷ إذا كان للسطح 5 مساحة غير حدودة» فينيغي 
التركيز على حامل V‏ (حيث إن ±0 ۷). 


السطوح في R3‏ ۱۵ 


الرهان: باعتبار صيغة ۷ obs‏ فيمكننا النظر إلى المتغيرين cold‏ والناظمي بشکل منفصل. 
بالنسبة للمتغيرات الماسيةء التي تتوافق مع تغيبر السطح على ذاته » 0 = ( (S‏ 8 » وهو ما يؤكد الصيغة. ليكن 
Vn‏ متغيراً ناظمياً صغ رأء واعتبار مساحة الصغائ رالربعة dx dy‏ عند النقطة cp‏ حيث EK‏ افتراض 
الاتجاهات الرئيسة التجهة نح وا لحاور. فيا مرتبة الأ وىء إن مساحة الصغائ را جديدة هي 


)1- Vk, Jax )1- V9 Jd = )1- 177787 (۲ dy =(1-V-Hn)dxdy 
(قارن بالشكل ۲ , ۲). تأتي الصيغة بعد ذلك.‎ 
ملاحظة: يميل السطح الفيزيائي مثل فيلم الصابون إلى التحرك في الاتجاه الناظمي للتقوس‎ 
الوسطى الموجب وذلك لتقليل مساحته» ما م يتوازن من خلال الضغط المقابل. ويتناسب التقوس‎ 
UIE الوسطي لفقاعة صابون في التوزان مع فرق الضغط‎ 


(۳,۳) السطوح متناهية الصغر 

حسب النظرية (۳,۲) التي تشير إلى أنه يجب أن يكون لسطح تقليل المساحة. الذي يقلل 
المساحة في السطوح المقابلة ذات الحد ذاته» تقوس وسطي منعدم. يطلق على أي سطح ذي تقوس 
وسطي يساوي صفرا أنه سطح متناهي الصغر. 

صوّرت بعض السطوح متناهية الصغر في الشكل (۳,۳) إلى الشكل (5 ,). في كل نقطةه 
عندما ينعدم التقوس الوسطي» يجب أن تكون التقوسات الرئيسة متساوية في المقدار ومختلفة في الإشارة. 
)£ ,۳) الاحدائیات. والطولء والمقاس 

يُتوصل إلى الاحدائیات أو المتغيرات المحلية ۰,2 على السطح 5 للمرتبة 04 في R?‏ 
بالتمائل التفاضلى C7‏ (أو المتغيرات) بين جال المستوى ۸1,۸2 وجزء من السطح 5. 

على سبیل ا مثال» تعطى إحداثيات الكرة ا معيارية 06 / لا Lele‏ المحلية على نصف قطر 
لک a‏ باستثناء LIV‏ (حیث Le if‏ الطول 0 غبر معرف و © LG‏ للاشتقاق). إن متجة 


الوضع الذي دده هذه الا ollie‏ هو 


x =(x,y,z )= (asin pcos 0,a sin ọsin 0,a cos (م‎ 


5 ندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


بصورة عامةء Of‏ الوضم هو بعض الدوال في الاحدائیات uj‏ . على طول المنحنى» Of‏ هذه 


الا حدائیات هی دوال ثي متغیر وحيد هو /. 





cosh 2 = x?‏ أويلر ام 


aol 
‘a | 


سلسلى الشكل : ty?‏ 





"۳ .كح وه 


الشکل (۳,۳). بعض السطوح متناهية الصغر العر وفة. (فر انك مورغان. Geometric Measure Theory‏ الصفحة ۱۸ . 


cp ۱۹۸۸ .©‏ الطبعة الأكاديمية. حميع الحقوق محفوظة. تمت إعادة الطباعة بموافقة الناشر .) 






= ۳ 


حك ده 


m= ري يو" يد‎ 
i o M Si 5-9 


7 ا ےک 
ANSAN‏ 
يد 


یت ب بت عكار = 


ات 
0 
2 
باه با 


P 
ai ie 
pane E i 5 5 i taf a ۰ i 
۰ [ . "جا كعم اميا للق‎ ١ ۸ الوص‎ 
AES Sty ea 
۳ mu i i fe Ts E | ۱ 
5 E Ta j ike 0 e | i= ba | — i ۷ 9 
۱ Beet HS en را‎ 
1 
pE نز‎ 


Ls 


3 A je ۳1 فو‎ l 1 

9 مايا ا و ی 
i alt ۲‏ ار a ae‏ ف وك ]2 
Pa, ۴ = 3} i i‏ 


8 
8 
om fa) 


الشکل E)‏ ,۳). سطح أنيبير PAATE‏ 


يشير الدلیل السفلي لمتجة الوضع x‏ إلى الاشتقاقات الحزئية بالنسبة إلى uj‏ 


ا تا 
"Ou; (Qu; du; duş‏ 


:/ تشير النقطة إلى الاشتقاق بالنسبة إلى‎ 
(LL (قاعدة‎ x= @ So xj ui 
Be = — = tl? 
dt os 


ds عنصر طول القوس‎ Gis 


ds? - | = xd + (| 








5 2 ظ‎ 2 
(۳ ۲ \) = (x1 X] Jdu; +2(x] ۰ 2 )dujduy +(x9 ae jdu; 5 


۱۸ الممندسة الر يانية: دليل المبتدئين 


۳ 2 dl 
) 0 ds => gijdujdu;, 


(YY) 





الشکل (۵ و ۳). سعنح کوستا؛ وهو فان ومیکس .[Ho] *[HoM] «[Cos]‏ هو السطح المتناهي الصغر. التام» الطمر 
الذي تم اکتشافه مند عهد فریب. cy Bob)‏ ديفيد هو فان وجيم هو فان ومایکل کالاهان.) 


الشكا (5,"). أحد أحدث السطوح متناهية الصغر التامة الطمرة: النوع الأول لولبي؛ اکتشفه ديفيد هوفمان؛ وفوشینغ 
ugly‏ وهیرمان کارشر [Hof]‏ (1ام). صورة آنشعت بالحاسب من قبل جيمس ت. هوفان في ختبر 


غانغ» جامعة ماساتشوستس» آمهیرست. حقوق التأليف والنشر غانغ PAIAY‏ 


السطوح في R3‏ 15 


ی ی و وی a‏ لدینا L = [ds‏ حيث إنه عندما تنقلب 


ds* = کي قنع‎ +a" sin” p 404 = (a? p? +a 2 sin? @ 24 


لذا © =a sin‏ روع ,۵2 < 1 و 0= 821= £12 IS)‏ هو موضح في التمرین 
Ai‏ 
تسمى الصفوفة | ننج |= g‏ الشکل الأساسی الأول أو القاس. نها كمية داخلية ترتبط 
بالقیاسات الوجودة داخل السطح. 
لاحظ أنه في الصيغة التعلقة بالطول 
42و + نفج 4 روع + dudu + g1 2duidıi2‏ رع = dij dui j‏ ززع رج 


7 oe 2 
=g] 1" + 2 + 200 


بالنسبة إلى سطوح عديدة في R?‏ من المکن استخدام «, × كإحدائيين محليين ودراسة 
( ,)2 .يل ذلك 
x) =(L0,z, )‏ و ) قباد 13 


تعطي الفرضية التالية صيغاً مفيدة للتقوس الوسطي H‏ وتقوس جاوس G‏ . حيث يشير 
g7l‏ إلى معكوس مصفوفة الشكل الأساسي الأول | giz‏ |. 


(۵ , ۳) الفرضية 
بالنسبة EY‏ من الا حدانیین المحليين 1۱,۷2 عند النقطة 2 في سطح 2 فی R‏ یشابه 
الشکل Yi‏ ساسي الثاني 11 عند النقطة p‏ ما يلي 


= 1211 N 515 1 
k ۱ (p?x)-n=< 1m X12 ۱ 
۲[2 ۰۷ 0 


X] XX2 ۱ x 
ون‎ PCT ريه و‎ 





Ou; OU j 


Ya‏ احندسة الریانیة: دلیل البتدئین 


E) H = trace g 1 (Dx) .n 
x2x —2 ۱ ر‎ +x? 
2*11 — 20K] X2)X12 +X X22 
= en 


xP x4 —({X] 0 


n) 


۱2 
(xj 1 -m)(x22 :n)-(x12 لس‎ 
“a —(x] . کر‎ 


9 G - )هد‎ g7! (Dx 





قبل الانتقال إلى إثبات الفرضية (۵ و ۳) e‏ نشير إلى أنه 
()عند مدید H‏ و © يمكنك بسهولة حل التقوسات الرئيسة: 
72-0 7 


2 


(ب)إذا كان السطح الرسم (( ب(,) زر (,) < ۳ عندها یکون 


| a 2) 
(Y,Vv) G 0 عجر‎ yy 7 = 
CEAI 


ال gla‏ فد jes‏ المماس S‏ آل المستوي we x,y‏ النقطة p=0‏ لدا فان Ue s‏ هو 
(x,y)‏ [< 2 » بحیث يكون 0 - (0) fy (O)=fy‏ و )0,0,1( = n(0)‏ . 
بالنسبة للإحداثيين المحليين ,× 


x=(x,y (x,y)), 2)0(- 7 


السطوح في R3‏ ۲۱ 
تشر الفرضية إلى آن الشکل الاساسی اتان 11 یشابه 


۱ xx Jxy ۱ 
Ixy Syy 0 


وهو صحیح؛ في الواقع. bel‏ متساویان. 
والان لیکن ۷۱,2 |حدائیین حلیین» ولیکن ل يشير إلى الجاكوبي عند 0 : 




















ox ox 
ia OR 
9 2 
du] du? 0 
باعتبار‎ 
oz ~ 02 0 
du] |o 012 و|‎ ۱ 
أ هو‎ J 
7. 02 Ox ١ ۳۳ l 
Ole » awn 3 n= Û بعد ذلك» ومن خلال قاعدة السلسلة» واعتبار‎ 
y x 
02 3x 
— 2 dx dı 
(e )هه‎ yt | ۳ J - "7 
3x ۱ 02 
ax dy dy? 


مشابه ا للشکل الأساسی الثانی 11. 


‘Sle‏ تقوم بحساب توس الشکل السلساي 7 = ر + رل الوضح ي الشکل 
F,r‏ في أغلب bla‏ يمكننا استخدام x‏ و نز كإحدانيات. وكبديال لذلك» لستخدم 2 
والإحدائية القطبية 0 . تشم العادلة إلى أن 2 = ۲ . وبالتالی یکون الوضع: 


YY‏ اهندسه الریانیة: دلیل البتدئین 


x=(x,y,z)=(coshz cos@,coshz sin 9,z ) 
x] =(sinhz cos0,sinhz sin 9,1) 

x2 =(—coshz sin 0,cosh z cos®@,0) 

x11 =(coshz cos@,coshz sin 0, 0) 

112 = (- sinh z sin 8,sinhz cos 8,0) 

x22 =(—coshz 6۵90, 605 2 sin 0,0) 


(—cos 9, مرو‎ 0,sinh z ) 


5 coshz ۱ 
(T, ۵( من الفرضية‎ 


و ۱ 2 -Cb 2 x11 -O+ cosh”‏ پر 


some thing 


. K] =-K9 glam فان الشکل السلسلى هو سطح متناهي الصغر‎ anu 
g - )M)-9 


7 7 = ی‎ a 
cosh” z cosh” z —O 


. K] 2-۷۵ = cosh? z JUL s 


)1,9( نظرية جاوس إغريغوم 

تقوس جاوس G‏ داخلي. بالتحدید هناك إحداثيان OWS‏ وهماء 21,87 بالنسية is‏ 
نقطة م في السطح 5 للمرتبة C*‏ في R?‏ بحيث يكون الشکل الأساسي الأول ع عند tél‏ 
م هو 1 إلى الرتبة الأولى. في أي نظام إحداثيات مماثل» يكون تقوس جاوس 


2 2 2 
¢ 2-512 19822 11 


E du? 2 0۷‏ و 


ملاحظة: إن القول 1= © يعني الرتبة الأول A‏ 0= (2)0]؟ ,1= (م) 822 - (۶۱۱)2 
»وکل 


Og رز‎ 

1 

۳ 8 + | = سعط‎ = Û 
Zi j,k (P) fis (p) 


السطوح في R3‏ ۲۲ 


الر‌هان. ان A‏ حلياً هو رسم الدالة f‏ عبر مستواها ا ماسي. إن الا حدائیات التعامدة على 
ا مستوى ا )سبي جعل القیاس g‏ مساویا ل 1. قد فترض 5 هو ماس للمستوی - XV‏ عند 


القطة p‏ . ق الاحدائین XY‏ 


fxJ y‏ ترجا 
2 





= 2 i 
fxfy thy 
22 2 2 
Osi) Ie فقو‎ TO اه‎ a 2 اه اه‎ 
dx dy 2 A + ۱ 2 Jy 2 =f yx yy Ixy = det| D f )=det(Il) =G 


تتوافق الاحدائیات التي يكون فيها القیاس عند النقطة م هو 1 مع الا حدائیات التعامدة 
على مستوی ا ماس وبالتالي تعطي النتائج bli‏ 

ملاحظة: يتطلب التقدیر التام لنظرية جاوس اغریغوم. إدراك SI‏ معظم الکمیات ا خارجية 
لیست داعلبة . 

في RP‏ یمکن لف جزء مسطح من الستوي» أو "حنيه" في أسطوانة نصف قطرها r‏ دون 
col is‏ شیء قد یکشفه العیب ي السطح. إن Le‏ الاتحناه pty‏ اقوس K‏ قوس dest‏ عرش 
الا سطوانة من 0 ف الستوي إلى ۱ على الأسطوانة؛ ويغر التق وسين الرگیسین 11.2 من 0,0 
إلى 0 ويغير التقوس الوسطي 11 من 0 إل .ا أن تقوس جاوس یی 0= 216 G‏ 
Lads‏ للفرضية. كا هو موضح في الشکل (۳,۷). 

لا يمكن لعيب في المنحنى الكشف عن أي نوع من التقوسات. الا أنه إذا انتقل العيب إلى 
السطح» يمكن له الکشف عن تقوس جاوس. بالمناسبة» تظهر صورة كارل فريدريك جاوس على 
قطعة نقدية فئة ۱۰ مارك ألمانية S)‏ هو موضح في الشكل ۳,۸). 


yé 


افندسة الرييانية: دلیل البتدئین 





الشکل (۳,۷). يغيّر لف سطح مستوي على شکل آسطوانة ذات نصف القطر ١‏ . التقوسین الرئیسین 161,162 من 


0 


ZEHN DEUTSCHE MARK 





1 ۳ 
0 إلى 7-0 . ويغير التقوس الوسطي 1< ا = 2 من 0 إلى 7 . إلا أن تقوس جاوس 


ییقی 0 = 12 = 6 وفقاً لنظرية جاوس إغريغوم. 


GD9674175N9 


ay, 
1 T P 
نه‎ O ص‎ 


فق a‏ موود لط 


F 


ao 
a re a r 5 
عور‎ ۴ 
مم‎ a 


. ۳ 
+. 
a J 


- i 
1-4 


٣ ار‎ 
D ee 


1 
a 
5 


pr 
Paai 
5. 
لاد هم‎ 





الشکل (۳,۸). تظهر صورة کارل فريدريك جاوس على قطعة نقدية فتة ۱۰ مارك آلانية. 


Yo R3 السطوح في‎ 


V)‏ ,1( تقوس جاوس والمساحة 
بمساحة القرص الذي یکون نصف قطره الداخلى ۲ عند p‏ : 


4 


(۳,۸) 2 


Tr Gor 
12 

(بالنسبة للابعاد العلياء يمكنك الاطلاع على العادلة (۱۰ COT,‏ سیتم تناول الزید من 
الا یضاحات التعلقة بتقوس جاوس G‏ ف البابین (۱ ,۸ و1 و۸). 


تمارين 
(۱ ,۳) عند النظر في الرسم S < )2 =xy}‏ فی لا للمستوي X,Y‏ عند نقطة الأصل. 
احسب مباشرة التقوس عند نقطة الأصل بالنسبة للاتجاه الثابت ۵ بالانتقال إلى الاحدائیین 
القطبیین )7,0( وآخذ الشتقة الثانية بالنسبة إلى . آوجد الاتجاهات الرئيسة التی یکون عندها 
التقوس أكر أو آصغر. ما هما التقوسان الرئیسان 41.2 التقوس الوسطی ۱+ ۱ = sH‏ 


وتقوس جا وس للسطح عند نقطة الأصل؟ ليك ن تق وس الاتجاهات على طول الحورین Y ax‏ . 
ماهو 15+ ا ؟ وماهو ۲۱1۵ F‏ 


(FY)‏ ماالتقوسان الرئیسان ۴۲۱,۲۵ تفوس جاوس G‏ والتقوس الوسطي 11 يكل ما ی ی؟ 
Ú)‏ عند نقطة عل ىكرة نصف قطرها Fa‏ 

(ب) عند نقطة الأصل بالنسية للرسم 2 رط+ * نج - rs =f (x,y)‏ 

(ج) عند نقطة الأصل بالنسبة للرسم * ر59+ fz =f (x,y) - 66: —24xy‏ 

۲ < << 12 , ۲ [ + 2×2 + عند نقطة الأصل بالنسبة للر سم درر5 + 2 بو3‎ (a) 

fy tanz =x على مجسم لولبي‎ dole عند نقطة‎ (e) 


(و) عند نقطة عامة على جسم قطع ناقص 36= 2 2+ ٩‏ بر4 + ۶ ر9 ؟ 


۳1 اهندسة الری‌انیة: دلیل البتدئین 


.۷1 < 0, 42 22 ذات الا حدائیتین‎ lx? +y? =a RÎ في الأسطوانة‎ Ta 
.2 و‎ O أي آوجد رو 2 کدوال‌قی‎ ¢x(0,z ( جد البارامترات‎ gl )[( 
واستنتج أن‎ E (ب)استخدم العادلة (۳,۳) لإيجاد الشكل الأسامى الأول‎ 
. ds? = 20و‎ 92 +dz? 
2 =(h/2n)0, 069627 (ج) استخدم الشکل الاسامی الأول ساب طول اللولب‎ 
تحقق من تطابق إجابتك مع‎ . ۵</, 2 =(h/ 2m الذي یمکنك تعلیمه على شکل‎ 
A الاجابة البينة في الصفحة‎ 


(Y, £)‏ بالنسبة للاحدائیین القیاسیین ‏ < ۷2 ,6 - » على الكرة التي يبلغ نصف قطرها a‏ 
/حسب الشکل الأساسى الأول | ززع ]. ثم استخدم الشکل الأساسی الأول ساب طول الداثرة 
دات خط العرض ۵-6 . 


(۳,۵) تحقق من أن الجسم اللولبي سطح متناهي الصغر باستخدام الصيغة (7,7) لحساب 
0= 7 في الرسم .f(œ,y)=x tany‏ 


( و۳) اشتق الصیغتین (1-۳) و (۷-۳) من تقو سات الرسم في المعادلتين E)‏ ,۳) و (۵ و ۳). 
(۳,۷) إذا كان السطح الدوراني في 8 ینتج من تدویر النحنی (2) كرت يدف الستوي 5,2 
بالنسبة للمحور 2. تحقق من أن السطح معلم بالاحدائیین الأسطوانیین 0,2 » على النحو التالي 

x = (f (z )cos0,f (z)sin9,z ( 
ee 


)*( رگم E‏ : 
ae‏ 
حيث إن » هو التقوس الداخلي افد الأصلي ۳ +f’?‏ "۰ --» 7 
(0>0>7/2) 0 هي زاوية المنحنى مع المحور 2 . تحقق من الصيغة (#) بالنسبة لكرة مرکزها 
نقطة الأصل. 





السطوح في R3‏ ۳۷ 


(۳,۸) تحقق من أن الشکل السلسلی هو السطح متناهي الصغر باستخدام التمرین ۳,۷ حساب 
.f )2 ( < 005۳82 9H =0‏ 


| 1-2-2۲ 101 x+y" <i, 
0 for x+y 2 <1 


ما المعدل الأول لتغير المساحة؟ 


(۳,۱۰) استخدم حساب التفاضل والتكامل (حساب التفاضل والتکامل من السنة الأولى) في 
الاحدائیات الكروية لحساب مساحة القبعة القطبية old‏ نصف القطر الداخلي ۲ ف كرة نصف 
ls bs‏ » للتوصل إلى 

area = “م2‎ | 


ad 


Zy cya”) 


السطوح في R”‏ 


یبن هذا الفص لكيفية امتداد نظرية التقوس عند النقطة م في سطح ثنائي الا بعاد ٩‏ من 
RP‏ ال ".کم وضحنا ملام اعتر الاحداثیات التعامدة RF fe‏ عندما 5455 نقطة fe Wi‏ 
عند p‏ و یکون LUS‏ للمستوي ۱,۲2 عند p‏ . عفد LUG‏ یکون الستوی الاس TS‏ 
للسطح S‏ عند cp chal‏ هو الستوی $21,523 والتمم التعامد “8ر1 هو الستوي 
م X3“,‏ 4 و 5 حلياً هو رسم الدالة 
FS‏ 
يولد أي متجة ۷« lhl‏ للاسطح 5 عند النقطة م» مع التجهات الطبيعية ل S‏ عند 
النقطة cp‏ فوق الستوي وحيث يتقاطع فوق الستوي مع 5 في منحنى. فإن متجة التقوس K‏ 
هذا ا منحنىء الذي نسميه التق وس ف الا جاه ۷ هو المشتقة الثانية 
x:(D2/ | (v ,v )‏ 
Ip‏ 
(سیکون لدینا فی| بعد العدید من التجهات الماسة ۰۷ حیث نشير إليها بالترمیز الکتوب 
Cv ple bse‏ 
يُسمى الشكل الثنائي الخطي ,)27 TpS de‏ في كن ل بالوثر الأساسي 
الثانی I‏ للسطح S‏ عند ep ibs!‏ مع ترئیب الإحداثيات ي مصفوفة متإثلة 2×2 ونكون 


ا مدخلات ف To‏ 


54 


Ya‏ افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 














f f 

iat Ox 10x 
i “< °° ms =l 
24 af a2] 422 

dX 10x 2 ax 5 


مرة أخرى» Ol‏ هذه الصيغة جيدة فقط عند النقطة التي يكون فیها السطح Lule‏ للمستوی 
2 ذا كان 3= ۰7 فان هذا الوتر الأساسي الثاني هو الشکل الاسامی الثاني مضروب في 
ناظمی الوحدة 1 . 

بصورة عام لا يمكن هذه الصفوفة القابلة للاستقطار أن تشکل التقوسّات الرئيسة. 
ھآ الشكل الأسامي الثاني a” «II‏ 22 +۸11 » متجهة التقو س الوسطي H‏ . (ادا 
كان H=Hn‏ ,3= 7 .) وتسمی الكمية القياسية 0412 12©- 1۰422 |4 تقوس جاوس Y.G‏ 
يعتمد التقوس الوسطي H‏ ولا تقوس جاوس G‏ على اختيار الإحداثيات التعامدة. 

وعلی سبیل الثال إذا کان H=(2,3,4)‏ ,7-5 کعنصر ل 8 = کو؟ عنده یکون 
H = )0,0,2,3,4(‏ کعنصر ل 187 . 

لیکن Gi‏ يشير إلى تقوس جاوس للاسقاط :5 ل S‏ في 


R XR? <۱0<۰۰۰ R; ۰۰۰0 =R? 


عندها يكون تقوس جاوس 6 للسطح 5 عند النقطة p‏ هو 


Hl 
6 - 2 © 


j=3 
الجداء القیامی لتجهين هو جموع جداء الرکبات.‎ OY وذلك‎ 


(۱ ,£( النظرية 
لیکن 5 سطحاً متصلاً في ”8 . یتوصل إلى التغير الأول لساحة 5 بالنسبة إلى حقل التجة 
۷ المتصل الحامل المتراص على السطح 5 بتکامل ۷ بالنسبة إلى متجة التقوس الوسطی: 


V-H.‏ - -(8) او 
5 


السطوح في R”‏ ۳۱ 
الرهان: باعتبار الصيغة خطية فى التجة ۰۷ یمکننا اعتبار التغیرات فى الاتجاهات 
7,۰ بشکل مستقل. بالنسبة لاتجاهات ۲۱,۲2 التي تتوافق مع تغییر السطح على ذاته 
0 -(81)5» وفقاً للصياغة. ليكن المتجة Y‏ متغيراً صغيراً في الاتجاه 3 والمساحة متناهية الصغر 
المربعة 142 عند p‏ حيث يمكننا افتراض أن مركبة 3× للشكل الأسامى الثاني 11 قطرية: 
Kı 0‏ 
K2‏ 0 
آولاء يتم نقلها إلى مساحة متناهية الصغر 
)dx )1 ۱۷۱۵ )dx 2 =(1-V-H)dxjdx 9‏ 1۵| 15۱۷) 
يل ذلك الصيغة. 
تمتد مفاهيم الا حدائیات المحلية والشكل الأساسى الأول دون تغيير من R?‏ إلى ”18. 
وبا مثل» تعمّم الفرضية 0-7 على النحو التالي. 


)٤,۲(‏ الفرضية 
بالنسبة للإحداثيين المحليين ۱,۷2 عند النقطة p‏ في لسطح 5 للمرتبة au‏ ۳ 
يشابه الوتر الأساسى الثاني 11 عند النقطة م : 
lP P(x)‏ ۱ 9 
'\p(p?x\=¢ 1 (x11) ۷ welt‏ 6 
P(x}2) P(x22)‏ 
حیث تشير النقطة ‏ إلى الاسقاط في 5و7 و 


9 3x 
۷ uj du j 





یکون 


(٤, ۱( H = trace g ما‎ (Dx) 


2 ۱ 2 
X5X] | — 2(x] 2 +X; X22 


2-2 2 
X] x5 —(X] 'X2) 


wy‏ المندسة الری‌انیة: دلیل البتدئین 
(iT) G = det (7'r (D?x)]‏ 


(Px 1) (Px22)-(Px12)" 


22 2 
Xi 2 —(X] ۰25 ( 


ملاحظة: بتغير م1 تتغير P‏ من نقطة إلى اخری. BE‏ كان TS‏ مستویا 


)° 24, 0,0,3( = (۰۰۰: ۱4 65و 22 , 04 


إذا كان ۲۱,۶2 أساسين متعامدين ل TYS‏ فان 








),۳( a E e RL 
X1 ۱ X] 2 
ب و۷‎ XQ من خلال استبدال بع لخفة‎ P إذا كان 7,2 غير متعامدین» نحسب‎ 
21-1 ١ 


Ji‏ في السطح 
G ,27 ( © c? wW |‏ 
نستخدم x = Rez‏ و =Imz‏ ر كإحداثيات. یکون 
cosy,e” siny |‏ “6ن د a‏ 
X] =(1,0,e” cos y,e” sin y |‏ 
X2 =(0,1,—e* sin y ,e* cosy |‏ 
X] | =(0,0,e” cosy,e” siny |‏ 
xj? = (0,0,-e" sin y e COS y |‏ 


127 = (0,0,-e% cos y ,—-e” sin y | 


y R” السطوح في‎ 


bey‏ أن 0= i =%5 =14+e2% | xj ‘X2‏ . فان 


9 _ )0,0,0,0( م _ 


H 
2x2 
5 


(l+e 


ai)‏ سطح متناهي الصغر. (إن کل تغاير تحليل معقد هو سطح متناهی الصغر. کا هو 
موضح في التمرین 5-5.) 

لحساب تقوس جاوس © .نحسب YÍ‏ ( زز×) 5 . في حال أن ۲۱,۲2 متعامدان 

0,e* cosy ,e~ sin y |‏ ی 


811:1 2 | | 


P(x11)= X11 ¬ ۱ 
1*1 X7 5 1 د‎ 2 


یکون 


|02 -e” siny,e” cosy | 


۴ )۱2( < i 
i 2x 
[+ 
(e?* ae cos y -e* sin y | 
۲ )122 ( < 2 
Te 


(6,۳) نظرية جاوس إغريغوم 

وأخيراء تشير نظرية جاوس إغريغوم؛ من خلال نفس البرهان البین في الباب ۰-۳ إلى أن 
تقوس جاوس G‏ داخلي عند مدید الاحدائین الحلین 01.17 التي یکون فیهیا g=l‏ من 
خلال الصيغة التالية. 


011101 2 du? 2 0۷ 


۳ امهندسة الریانیة: دلیل البتدئین 


تمارين 
(4,۱) جد اسقاط *18 >(0,0:2:0) فی الستوی T‏ ذی (1,0,2,2),(0,1L-2,2) oto‏ وفی 7۳ . 
ملاحظة: اجعل هذین الأساسين» متجهین متعامدین أولا. 
)٤ , Y)‏ احسب متجة التقوس الوسطي وتقوس جاوس في کل نما يلي: 
(i)‏ في نقطة الأصل للرسم 


2 24xy + بر59‎ 5 


2 66x 


ea 
ثم قارن ذلك بالتمرین ۲ و ۳ فقرة (ب.ج).‎ 


HO)‏ النقطة العامة ل C? w =z‏ >( ع)). 


(4,۳) في الطارة CR*‏ 8187 - >7 . 
() اكتب T?‏ عند (0,1,0,1) العروف He‏ برسم الدالة (1,2*) (vp y2)=f‏ 
(ب) احسب الموتر الاسامی الثاني» والتقوس الوسطي 7 وتقوس جاوس © عند (0,1,0,1). 
(في حال التماثل يكون التقوس الوسطي وتقوس جاوس متشابهين في جميع النقاط.) 
E)‏ 4) بن OF‏ رسم الدالة التحليلية العقدة f‏ 
fw -  )2(( ۰ 2‏ 
H =0‏ 
3 
@)P (I+) | ۱ ۲‏ /2-= 0 
لاحظ أن رسم الدالة التحليلية العقدة هو سطح متناهي الصغر. (قارن ذلك مع المثال الذي 
تم ایراده بعد الفرضية ۲ , 5). 
(E, 0)‏ معادلة السطح متناهي الصغر. بيّن أن رسم الدالة > ”ج f RI‏ سطح متناهي 
الصغر إذا وفقط إذا كان 
1 


fy 








2 ۱ 1 2 
2 -2 J Y If aY ۱+ x | y vy =0 
. ۸ =3 قارن ذلك بالصيغة (۱ , ۲) بالنسبة للحالة الخاصة‎ 


yd) jon) 


السطوح ذات البعد R” gam‏ 


في هذا الفصل نعمل على توسيع نظرية السطوح 5 ols‏ البعد 7 للمرتبة عه كنا 
كما أوضحنا سابقاً اختر الإحداثيات المتعامدة في R”‏ على أن تكون نقطة الأصل عند النقطة P‏ 
وتکون 5 ماسة للمستوی وو و ,۲2 يد عند النقطة p‏ .فتکون 8 غاا رسم الدالة 


ae 1 
7 :TpS 76ت‎ 


إن متجة الوحدة ۷ المماس ل 5 عند النقطة م » مع التجهات الطبيعية ل 5 عند النقطة 
م » يولد مستویا وهذا المستوى يتقاطع مع السطح S‏ في منحنی. Of‏ متجة التقوس K‏ للمنحنی 
والذي نطلق عليه اسم التقوس في الاتجاه ۷ » ما هو إلا المشتقة الثانية 

۲-207 ) ۲,۷ ( 
7 

TE L ; a 2 ti ار اله‎ s 

یسمی الشکل الثنائي الخطي (D fp‏ على 5م 7 ذو القیم في -- 5ر7 بالوتر الأساسي 
الثاني 11 للسطح 5 عند p id‏ مع ترتيب الإحداثيات في مصفوفة mxm illz‏ وتکون 
الدحلات في + 5م 7 على النح و التال: 








2 2 
Ox f Or jot m 
II = 
af df 
OX 102 m Ox 2 


۳ اهندسة الری‌انیة: دلیل البتدئین 


سی آثر 17 بمتجة التقوس الوسطی 18 .[بعض الکتب تعرف 11 بازم TE)‏ ۳۶ ,۲ 
Poot‏ ۳ 
فوق السطوح: بالنسبة لفوق السطوح (1+ Ob ۰) =m‏ 11 هو ناظمی الوحدة n‏ 

مضروباً في الصفوفة القياسية» ویسمی الشکل الأسامی الثاني ويُرمز ب 11. لديا 11-70 حیث 
H‏ هو التقوس الوسطي (القیاسی). إذا اخترنا الاحدائیات لجعل الشکل الأسامي الثاني قطریا 

K] 0 

II = es ۱ 
0 Ky 


عندها یکول Is). H = ۷ +... +K‏ تم توسیم ناظمي الوحدة [ He n=(n],...52‏ 


ود On; 5 . on 2 Mie‏ 
ليكون حقلا متجهیا» عندها يكون 0 ف oe‏ ان E‏ 


Xj X زر‎ 





,1- > 16۶ [قارن 


ذلك بالمعادلة (۲-۲)]. بالتالي: 





)۵ , ۱( i 


(۵,۱) النظرية 

لیکن 5 سطحاً ذا البعد « للمرتبة GC?‏ “8 . يُتوضل إل التغير الأول لساحة S‏ 
بالنسبة إلى حقل التجة 7 التصل الحامل المتراص على السطح 5 بتکامل ۷ بالنسبة إلى متجة 
التقوس الوسطي 


SLS) -- VH. 
5 


السطوح ذات البعد 71 في R‏ ۳ 


الرهان: باعتبار أن الصيغة خطية في التجة ۰۷ یمکننا اختبار التغیرات في اتجاهات 
dots Ags‏ و Dlg‏ بشكل مستقل. بالنسبة لانجاهات gee ee xa‏ تتوافق مع تخییر 
السطح على ذاته  81)6(-0‏ وفقاً للصياغة. لیکن التجة ۷ متغيراً صغيراً في اتجاه 
Sn)‏ ز > «) رد الساحة متناهية الصغر , 4 ... »ك عند النقطة cp‏ وافتراض OF‏ مركبة 


Xj‏ ۳ 1 » قطرية: 


أولا: تنقل إلى مساحة متناهية الصغر 
ky, )dxm = )1- ۷ ۰۴۷ (۵-1 -dx m.‏ ۱۰۰۰/1۱۷۱( ۷۱| -<1) 
بلي ذلك الصيغة. 
(۲ , ۵) متعدد المتحهات وهندسة الفضاء الجزئي ل ([Mor4] Morgan) R”‏ 
تبّن هذه الفقرة طريقة تمثيل الفضاء الجزئي ذي البعد R? Jom‏ على أنه "جداء اسفین" 
لتجهاته الأساسية. عند النظر فى R”‏ ذی الاساس ej, 22, ... en‏ . هناك طريقة جيدة لضرب 
m‏ من التجهات في R”‏ وذلك للحصول على شىء جدید یسمی متجة ي ذو البعد m‏ : 


عير =v AAV‏ با 


كبن حدم انق تا ال | ماه اس 
CV] AY? =y] ACV? 6) AV2),‏ 
(uy +1 )A(u2 +V2) =u] Au? +u] AV2 +v] Au? +y] AV?‏ 
باق او 


WAV نح حت‎ AU OF 1 ۸1۸ =D 


۳۸ المندسة الریمانیة: دلیل البتدئین 


على سبيل المثال: 
Ae] —33e9 3‏ دع21 + وعم ۸6-2201 142 = ۱ 3 (2e1 + 2 - 5e3 ) ^ ( 7e] -l‏ 
—35e3 Ae] + 2 3‏ 
0+ ۸۵5 3561+ دهم —33e7‏ مجعم ۸۵5-216 0-2201 = 
le] +1312 -06‏ و - = 


بالتعویض عن 12 ب ۸۶2 e]‏ 
بصورة idole‏ ینتح عن حساب پر ۸۰۰۰۸۷ Sv]‏ ي ال جابة التمثلة في الشکل 
Feely‏ تدم 37 > c=‏ 


إن جميع التركيبات الخطية ل أ ورا >۰۰۰> 11: feiii,‏ هي فضاء ”۸ Ag‏ لمتجهات 


هو أساس متعامد معير. 

Ol‏ هدف المتجة رر ۸٠٠٠۸۷‏ اح يّ ذا البعد ” هو تمثيل النقطة P‏ للمستوى القابل 
للتوجيه :۰۸ من خلال 0 الذي من خلاله يعطي ونا سس ونه اس م حا مول لاك ات 
روز ۸۰۰۰۸۷ إلاح أي لأساس موجه آخر للنقطة ۶ إلى مضاعف موجب CS‏ 

على سبيل SUM‏ يؤدى استبدال 26۷ = ]«ب 41 إلى ما يل : 


VI Av? AAV حت‎ ©1101 AVI AAV m. 
الطول‎ Sv] ۸۰۰۰۸۷ ہے‎ SOS فعندها‎ Í pai ادا أعطى زو ,۲۱۱۰۰۰ اساسا متعامدا‎ 
هو 0 إذا وفقط إذا كانت التجهات مرتبطة خحطياً. بالنسبة للحالة‎ Vir ویکون جداء‎ .1 


V1 At AVy ۵ |-e]...7- 


یسمی متجة ‏ ذو البعد me‏ بسيطا أو SUG‏ للتفریق إذا كان من المکن صیاغته کجداء 
اسفین واحد للمتجهات. غل سل الله e ÄR d‏ بكرن 


۳۹ R” E M السطوح ذات البعد‎ 


-e23 = (e] +e3) A (e2 +263(‏ 2613 + 012 بسيطأ » في حين أن 634+ 12ء لیس بسیطاً S)‏ 
هو موضح في التمرین 1-0). إن الستویات الوجهة ذات البعد gam‏ خلال نقطة الأصل في R”‏ 
مقابلة واحد لواحد مع الوحدة» هي متجهات بسيطة ذات البعد A 187 òm‏ . 

تتحدد العلاقة اهندسية بين الستویین ذوي البعد ” في RY‏ من خلال الزوایا #» والتي 
ظهرت في ۱۹۲۹م (راجع Som] Sommerville‏ الفصل الرابع. 1۲ مع تطبقات حديثة لهندسة 
جر اسان (راجع (CWon] Wong‏ ولتقلیل المساحة (راجع [Y-Y Morl [ Morgan‏ 


(۳ , ۵) التقوس القطعي وتقوس ریمان 

يعين التقوس المقطعي K‏ للسطح 5 عند النقطة م كل مستو ثنائی الابعاد PcTps‏ 
» وإذا عل مآن تقوس جاوس في سطح ثنائي الأبعاد هو 

| +كم7© ماه 8 

إذا أعطي «,« أساساً متعامداً مُعيراً للنقطة eP‏ عندها يكون التقوس المقطعي وفقاً 
ww )- vw).‏ م1۲( mesa K (P) = TG v) w .w‏ 

على سبیل الثال. )13 كان | aj‏ |= و P =e] Ae?‏ هو مستوی ۰۲1,72 عندها یکون 
التقوس القطعي 

K (P ( = ۲1) ,6[ (۰162 دع,‎ (- Mle دع, ۰11)61( دع,‎ ( 


۰ 412- 011۰122 - 
ملاحظة: بالنسبة لفوق السطوح (n=mtl)‏ أي مستو SU‏ الابعاد 


nej‏ زرم (8 = P‏ إذا اخترنا الاحدائیات fad‏ الشکل الأسامي الثاني قطريا 
K] 0‏ 


T‏ افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 


K(P)= > Pj; Ki Kj 
l<i<j<m © 

وبالتالي فان أي تقوس عرضی (P)‏ × هو التوسط الوزون للتقوسات القطعية Kj Kj‏ 
لحور الستوی ثنائی الابعاد ز ۸ Ci‏ 

بالنسبة إلى مر ير XRX‏ کم 27 <n, RY‏ :7 >2 ۰ ذا كان زک يشير إلى إسقاط S‏ 
في ۸× 15 » وکان Kj‏ يشير إلى التقوس العرضي. فانه من العادلة ۰۲-۵ یکون التقوس 
العرضی K‏ للسطح 5 محققاً العلاقة K;‏ - 1. 

وبالتالي» یمکن حساب التقوس العرضی لسطح 5 ذي البعد 7" في RY‏ من خلال 
استقطار المركبتين Jn-m‏ ]1 بصورة مستقلة» isl,‏ المتوسط الوزون الناسب لداء التقوسات 
الرئيسة لكل مركب وجمع جيع ال LOLS‏ 

إذا كانت 1- 27 m‏ » عندها يكون 11 شكلاً ثنائياً خطياً متاثلاً ویسمی الشكل الأسامي 
الثاني. وتسمی القيم الذاتية هذه الصفوفة رم ky‏ بالتقوسات الرئيسة. باعتبار آن و( (D*‏ 
متاثلء الا أنه في بعض الا حدائیات التعامدة یکون L bi‏ وتأخذ f‏ الشکل 








f= = + ات‎ +... SM sofr?) 
فان الصيغة (۲ ,0( تأخذ الصورة‎ » II = (a; ) OLS بصورة عامة» ادا‎ 
C, سره )رم )عرص‎ jwr)-(Lajerew j) (Lavi) 
= Š Riki jY k1 
ce, &) Rijkl = ik ۰0 jl —4 jk ‘il 
.۸,1 والعمودین‎ inf ل 11 التوافقة مع الصفین‎ 2x2 ob yl 
على سبیل الثال» نحصل على ۰423 ۰24-0۱4 413 - ۸1234 من الصفین 1,2 ومن‎ 
العمودین 3,4 ل‎ 


السطوح ذات البعد R’ 3m‏ 2 


411 412 413 4 
I= a2] 422 423 4 


حيث ۰42 412- 4110422 - ۸1212 هو التقوس القطعي للمستوی 1,5 . 
یسمی 8 موتر تقوس ریمان. عليه فان موتر تقوس ريان هو ثنائیات 2x2‏ الوتر الأساسي الثاني. 


وبالتالي 
me) R jiki = Rijk] and Rijik = —Rijkl‏ 
Of)‏ استبدال صفین أو عمودین يشي PEE‏ 
)1 , ۵) 


Rklij = Rijkl 


وذلك OY‏ 11 متماثل. يمكن التحقق بسهولة من التطابقة الأولى لبيانكي لتبديل آخر ثلاثة 
wiry‏ 
Rijkl + Riki +Riljk =0‏ 9 
للتوصل إلى le R Ga i‏ عن اختيار الإحداثيات المتعامدة ل 5م1»وملاحظة أن R‏ 
هو الشكل الثنائی الخطی 11۸11 على 827,5 p.‏ إذا أعطى (ej)‏ أساساً ل 75 بحیث 
يعطي }1< : rey‏ ]اساسا ل pS‏ ۰/27 عندها 


ayer ۸ (2 as1es (‏ ۵ )- ( بع)11م ز H(eg‏ - رز ^e,‏ برء)11م ۲1 
از = ei nej 0 11 ۸۲۱) Ae] ( < aj 0 - Aik ‘jl‏ 
باعتباره شكلاً ثنائياً خطياً على 5.م627/» يتميز R‏ بالقیم ( GR (E‏ بالنسبة لتجهي 


الوحدة A2T pS‏ > © . وتحدد 8 من خلال التقوسات المقطعية P-R(P)‏ بالنسبة لمستوي ثنائي 
الابعاد (متجهی الو حدة الاساسین). 


3 الهندسة الريمانية: دلیل البتدئین 
إن تقوس ريتشى (Ric)‏ هو شكل ثنائي خطي في 5م 7» وَيَعَرف بأنه أحد أنوا عأث رتقوس 
رییان. باعتبار أن أثر ا مصفوفة [ ززه] هو جموع Vici‏ عبر دليل سفلي مکرر» ویتوصل إلى 
احدانبات R i]‏ لتقوس ريشي من العلاقة 
R ji = 2 Rijil‏ )0,۸( 
i‏ 


اذا علمت أن Rijki‏ مصعو فة الصفوفات » 
[Riiki] ۳:۱2 ۰۰۰ [Ritkm]‏ 
[Rimk1) (Rimk2) °° |Rimkm |‏ 
عندها یکون إز ۸ مصفوفة الآثار القابلة» لذا فان تعريف تقوس ریتشی GL (Ric)‏ شکا 


ثنائي خطي لا يعتمد على اختبار الإحداثيات المتعامدة ل Tps‏ ينتج عن تطبيقه على el‏ جموع 
التقوسات القطعية لستويات المح ور الت ى تتضمن LC]‏ 


il 
cy -Ric(ey) =R11 = ربرب رح‎ = > Rit = >, Ke, ^ei). 
igl i=? 


وبالتالى» فان أي آساس متعامد PpS Jv]; Vm‏ 


(0,4) di 
۷1 ۰1160۷1 ( = X K (V1 ۸۷ J 
1-2 
cv 21 ولای و حده فان در‎ 

(o,1+*) v Ric) = —"— | K (v AW ). 

m— 

vol S w ۷ 

wel دم‎ 


وبذا یمکن تفس تقوس ریتثی بأنه متو سط gal‏ سات المقطعية. 


السطوح ذات البعد 777 في ray R”‏ 


كا یعرف التقوس القياسي 1 بان هآثر تقوس ريتشي. 


)۵ , ۱۱( R=) Ri. 
i 
TS آساس متعامد مُعير ر ۷ء...,۷1ل‎ GY لذلك. فانه‎ 
)۵ , ۱۲( R=7 3 K(v; av j=) | K (P). 
Eo | volP ۱ 
1>7 <J sm PeP 


صت i P‏ جموعه xS‏ المستويات ثنائية الا بعاد E‏ دور 1. يكوك التقوس القياسي 
تناس مع متوسط جی عالتقوسات القطعية عند نقطه معینه . 

ملاحظة: من العروف على مر التاریخ أن لتقوس ریتشی رمز العکوس. حیث Of‏ بعض 
النصوص تكس ان OF‏ موت ر توس ريال Rijkl‏ يرمز له بالعکوس. 





الشكل ١(‏ , ه). (أ) حقل التحهات / في الدائرة» (ب) اشتقاقه. و(ج) مشتقة متغايرة» 0 . 


)£ , ۵) المشتقة المتغايرة 


ليكن 5 سطحاً ذا البعد « للمرتبة R” GC?‏ و الدالة ر قابلة للاشتقاق على S‏ 
عندها تكون الشتقة ۷۶ fi‏ متجهات مماس. إلا أنه إذا كان ۶ حقل المتجهات (آو حقل 
المصفوفات أو الوترات) نقطيا في 5و7 عندها بصورة dole‏ ستنضمن الشتقة مركبات ناظمية في 


5. ويسمى الاسقاط على ك7 با مشتقة ا متغايرة. كا هو موضح في الشكلين ۱ ره و۲ CO,‏ 


٤‏ افندسة الريمانية: دليل المبتدئين 


والتمرین ۱۱ ,9 . (الاسم مشتق من خصائص نحويلات معينة ضمن إطار أكثر عمومية؛ كا شو 
i‏ [من العلاقة 


ف VI‏ حداثیات الحلیه بر ...زه التی يكوت فیها 7 - ج بالنسبة إلى الرتبة الأول عند 





النقطة beg cp‏ إلى |حدائیات الشتقة التغايرة f‏ عند النقطة م باجراء عدة اشتقاقات جزئية. 


على سبیل المثال» يُتوصل إلى الاحدائیات زز للمشتقة التغايرة لحقل التجهات ذي الا حدائیات 





0 دع ع ۵ سام 


الشكل (۲ ,۵). (أ) حقل التجهات ۴ في الداثرت (ب) اشتقاقه. (g)‏ مشتقة متغايرة . 


السطوح ذات البعد 777 في R”‏ ۵ 


مارین 
)1 ,0( أوجد التقوس الوسطی عند نقطة الأصل ل 
3 جع + ۸ + 6 + +5xz‏ 2و4 + W =f (x,y ,2)=2x 2 +3y‏ 
نا کسطح مستو ل (x,y,z, w) =w -f (x,y,z)‏ 8 » باستخدام الصيغة 








(۲ و ۵) احسب 64م (363- 262 + (e] + 262 +3e3) A(e]‏ . 
(۳,ه) لدينا في النقطة P‏ للمستوی ثنائي الأبعاد في *18 العطی على الصورة 
0۱ < 4+ ویر 00 + ۲( در )اد P‏ 
أوجد الاساس غير التعامد u,v‏ والاساس التعامد العیار 2, س للنقطة م . محقق من 
خلال الحساب المباشر أن u av‏ مضاعف ل ۸2 1 وآن 1< |۸2 ۲ . 
Gat (0, ٤(‏ من خلال الحساب المباشر أن 


1 1 0 
(e + 2e9 +3e3) A(e] روع-‎ ^ (e? +e3)=|2 0 lle] 23 
3 -1 1 


)0,0( آثبت أن التجة ثنائی البعد 2 + 2613+ 619 سيط . 

)1 , ۵) آثت أن +٤34‏ دوه لمن ا 

(۵,۷) من البادی الأولى (دون حسابات)» بيّن سبب کون جميع التقوسات القطعية حول كرة 

از دات البعد 7 التی نصف قطرها © هی = وبالتال OS‏ التقوس القیاسی 
"i a 3 ۱ +A‏ = 

R =m (m -1(/*‏ . تذکر أنه في التمرین ۰۳-6 بالنسبة للطارة S! (a) xS} (b)‏ یکون تقوس 

جاوس مساویا 0. استخدم هذه الحقائق لاستنتاج ختلف التقوسات القطعية (ej nej)‏ ل 

S*(a)xS?(b)CR°xR* =R"‏ عند (0,0,:0,0,0,5)- م مع الاتجاهات الماسة 

56 ,]۰€ وتحقق أنه في هذه الحالة تكون الصيغة العامة خداء التقوس القیاسی هى: 


Rs xs, (P)=Rs, )۵۱(+ 6 (P2) 


ET‏ اهندسة الری‌انیة: دلیل البتدئین 
(۵,۸) افترض أن الشکل الأساسى الثاني عند النقطة p‏ لسطح SWS‏ الأبعاد في PR‏ 
fo‏ ]1[ )1 
2 ۱۱ }1 
no- | [2| ۲‏ 
10 002 )ليك 
fo‏ ۲11 01 
۵ ۱۵۱ !2 


() جد K (ey Ae?)‏ من التعریف. 


(ب) استخدم العادلة (۲-۵) لإيجاد K(P)‏ إذا كان ل P‏ الاساس التعامد pee‏ 





+e3)‏ وع- +e2) (e]‏ رع) 


2 V3 


(ج) احسب موتر تفوس ریا Rijkl‏ . (پاستخدام المعادلة )0-0( يمكنك افتراضص 


3 > >1 ,3> ز > 151 لديك تسعة مركبات فقط ينبغي حسامها؛ بعضها متساو 


باستخدام العادلة (5-5).) تحقق من التطابقة الأولى لبیانکی باستخدام العادلة (۷-۵) 


حیث 21223 ijkl‏ 
(د) استخدم الفقرة (ج) والعادلة (۳-۵) للتحقق من الفقرة (1) و(ب). 


)0,4( هذه ULM‏ تدرس التقوس عند نقطة الأصل لسطح ثلاثي الأبعاد في R?‏ العطی oye‏ 


الصورة 
y1 =x2 +2x]x2 +x +5x3,‏ 
+ 3ج 2 + +x‏ 3:2 - ور 
(Í)‏ ماهو 11 aba vc)‏ الاصل)؟ 
(ب)ما هو التقوس المقطعي للمستوي 81.32 ؟ 
(ج) ماهو التقوس المقطعي للمستوي 0= 2+ xp‏ ؟ وللمستوي 0= 3×+ 2+ ]× ؟ 


(د) أذكر جميع مركبات موتر تقوس ريمان. واستخدمها لإعادة حساب إجابتي الفقرتين (ب) 


و(ج). 


Co)‏ احسب تقوس ريتشي والتقوس القیامی. 


EV R” GM السطوح ذات البعد‎ 


(۵,۱۰) لدینا النقطة (2-,0,0,0) = م حول فوق الكرة ثلاثية الابعاد 5 التي يبلغ نصف 
قطرها > حوالى 0 في * 13 : 
| و 2ب 2ع + ty?‏ 2 برأ - 0 

p بحيث يكون 5 رسم ر بالقرب من النقطة‎ f (x,y,z) جد الدالة‎ (j) 

(ب)بین أنه عند النقطة م٠‏ یکون الشکل الاسامی الثاني 11 هو 1/4 مضروباً في الصفوفة 
المحايدة. (مستفيداً من التهائل» يكفي حساب بر و fyz‏ عند النقطة م .) 

(ج) مستفيداً من الفقرة (ب)» ما هو التقوس الوسطي القیاسی H‏ عند النقطة ۴ ماهو 
متجة التقوس الوسطي H‏ عند النقطة م ؟ 

)>( استخدم (ب) لتوضیح آن کل تقوس مقطعي ( K (vw‏ بالنسبة لتجهات متعامد معر 
w‏ « هو ۰1/6 

. استخدم (ب) خساب موتر تقوس ریاد ]ر۸‎ Co) 

(و) استخدم (ه) لاثبات أن کل تقوس مقطعي هو a?‏ 

(ز) استخدم (ه) لحساب تقوس ریتشی 1 . 

(ح) استخدم (ز) لحساب التقوس القیاسی ۸ . 

(ط) احسب OV‏ 8 عند کل نقطة في 5 معتبرا معاينة فوق الكرة السطح الستوی للدالة 
| ۱۷, ۱1,2 2) 2 ماما اا (| ۸۱۱۷ ۷) 2-01۷ 11 . 

(ي) استخدم Cl pare‏ 5 العطاة 

0/۱: 2 ,۱3( = 
a(sinu 0ص و6090‎ 511/2 ,COSU] COSU3 , COS] 5121/3 ), 

لإثبات أن الشكل الاسامی الأول هو 


2 ا‎ Or 2 


2 ya? ۱ udu > + cos udu. 


ds? =a" dui +a“ sin 


)5( يتحدد مکان العیب على السطح 5 من العلاقة 


x(t) =a(cost,sin¢,0,0), 0 > > ۲ 


EA‏ المندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


ما متجة الس de‏ ؟ Ley‏ متجة ماس الوحدة Fic aallar‏ وما اسقاط > 
على الستوي المماس للسطح؟ وما طول مسار العیب؟ تحقق من الطول باستخدام إجابتك على الفقرة 
(ي) (لاحظ أنه یتحدد مسار العیب بوضم 0 > ۶,1۸5 < 22 = Cut]‏ 
(۵,۱۱) لدينا حقل المتجهات 26+( 2+ +) +21 بر - م : 1۳7 : 
CÍ)‏ احسب المشتقة عند نقطة عامة فى 183 . 
(ب) احسب المشتقة المتغايرة عند (0,0,1) في كرة الوحدة. 


(۱۲ ,۵) بين أنه بالنسبة لرسم الدالة 1۳ ج 1 ”:۲ 


1 + ۷7 Vf - fs fi 
yan شل‎ Est 


53/2 
۱ +|7/ |“ ۱+۶۲ | 





5 
Ji Ea ۱ 
fij = 0 ۱ 
00 j 
Vi Sel = و‎ 
div(p.g,°)=py+qit--, 
. ۸ =divVf 2111/22 +۰۰ و‎ 








(۵,۱۳) آثبت صيغة K (P)‏ في اللاحظة البينة في الصفحة 4. 


(۱6 ,0( یعرف الفضاء الاسقاطی العقد cl CP”‏ فضاء الخطوط العقدة (مستویین ثنائیی البعد) 


SHI سبیل‎ bo 0۳" ی‎ 
cp! - ۸۷ ive 9 = 622 


.6 =2 تقوس جاوس ابتاً وهو‎ CP Sole 


السطوح ذات البعد 71 في R”‏ 55 


ملاحظة: بالت‌اثل یمکننا حساب © عند ۸:6۱ © . وتحسب bli‏ الأخرى x‏ بتدویر ej‏ 
نحو متجة الوحدة العمودي y‏ 
,) 6۱۸۷+ إعنرعام ) ۳+ x =(cye]‏ 
حيث: 21۲ > 03 > 0 4 [0 >0 .v 26262 152162, cj =cosO;, sj =sinO;,‏ 
لیکن 52 ح بر ,22 - × =s],‏ ۲ للرتبة الثانية 
x=(I-x?—y?,V2x 2y,x7 +y?)‏ 
(بالنسبة للأساس العمودي المعياري ل اوم ). استخدم OV!‏ العادلة (۲-۶) عند 
^ie] (x =y =0)‏ ]€. 
ملاحظة: یتبع هذا أن CP!‏ كرة مدورة نصف قطرها 1/0/2 . كتغير بدیل» يعطي بمقاس 


ما يُسمى دراسة فوبيني نصف قطر CPP‏ هو 1/2 والتقوس هو 4. 


(شمن (ساوین 


الهندسة الريمانية الدا خلیة 


باعتبار أن الکمیات المندسية التحليلية الداخلية للسطح الناعم 5 ذي البعد 7 في R”‏ 
تتفادی الدراسات العرفة حول R” be‏ یعرف سطح S‏ بأنه منطو طوبولوجي يغطيه مخطط 
الاحدائیات التوافقة 0۳ ۰ مع "مقیاس "Oley‏ م (أي مصفوفة معرفة ناعمة موجبة). لا يعد 
ذلك إطاراً أكثر عمومية. باعتبار [Nas] J. Nash‏ آثبت أنه یمکن طمر كل منطو رياني جرد بشکل 
متشابه في بعض R”‏ افترض أنه إطار أكثر طبيعية إلا أن الصیغ أكثر تعقیدا. 

لقد لاحظنا حتی OYI‏ كمية داخلية واحدة» وهي تقوس جاوس © لسطح ثنائي الابعاد في 
R”‏ . وآثبتنا أن تقوس جاوس G‏ داخلی من خلال اشتقاق صيغة تقوس جاوس © من حيث 
القیاس. 

قد یظن البعض أن هندسة Oley‏ الداخلية هي جرد جموعة كبيرة من الصیغ. وبالتالي إثبات 
أن الکمیات داخلية مثل تقوس Oley‏ والتقوس المقطعي. والشتقات التغايرة. وقد استخدم النهج 
القیاسی هذه الصیغ کتعریفات. إننا نستفید من التعریفات الخارجية البسيطة. حیث تصبح الصیغ 
أكثر تعقیدا في الاحدائیات الحلية الداخلية. 

تنجم التعقیدات من عدم کون الاحدائیات الحلية متعامدة» كا هو موضح في 
الشکل (۱ ٦,‏ ). إن حور Uy‏ لیس متعامدا عل مجموعة الستوی dug = OF‏ أو إن متجة الو حدة 
سر = e1‏ لیس متعامدا على مجموعة الستوی }0 = .{duy‏ 


۵ ۱ 


oY‏ امندسه الرييانية: دلیل البتدئین 





الشکل (1,۱). بالنسبة للاحدائیات غير التعامدة» لا یکون غور 1/1 متعامداً على محور UD‏ (مجموعة الستوی 





Gly ٠ ).1:1 = 0}‏ متجة الوحدة 5= e1‏ لیس luke‏ عل مجموعة الستوی 
.{du] = Of‏ 


فتکون مر OLS‏ حقل التجة على هذه الصورة 


وتکون مرکبات التفاضل 


Q = )۱۰2۰۰۰۰, )= >. Qj ۷۳ 


dake‏ جدأء في ظل تغيير الاحدائیات على سبیل الثال. ولاثبات التميزء يتم استخدام 
الدلیل العلوي في OLS yo‏ کالتجةء أو خالف التغير» والوترات ویتم استخدام الأدلة العلوية في 
مرکبات کالتفاضل. أو موافق التغیر» والوترات. 

Ob lls‏ حقل التجة X‏ مرکبات *۸. وللمشتقة التغايرة مرکبات أر, + التي 


. ayl 
عن الشتقات الحزئية - "۰ . كما آشرنا في التمرین الأول لهندسة‎ ab تتمیز بالفاصلة النقو‎ 
= 3 1۸ 


ريمان الداخلية» ونبرهن أنه يتوصل إلى مرکبات الشتقة المتغايرة» من الصيغة 


)٩, ۱( و‎ i xk 
; ۲.۶ =X j +X 
k 


الهندسة الريانية الداخلية ۳ 


٠ 1‏ سجن ي 
حيث مر آ هي رموز کریستوفل 


G, Y) 728" (84 ,k +۹۱۸ ز,‎ -8 jk 1) 


بحیث تکون معرفة من حيث الشتقات الحزثية للمقیاس g” tates Sij‏ . على وجه 
الخصوص. ان المشتقة المتغايرة هي ترميز داخلي. 

في الصيغة )1,1( تعطي المشتقة الجزئية الحد الرئيس الأول. هناك حدود إضافية OY‏ 
متجهات الأساس ذاعبا مقلوية. 

في الصيغتين (1,۱) و (1,۲), لاحظ أن كلا من المؤشرات :. أو f‏ أو الموجودة 
على اليسار تحدث في الموقع ذاته (كدليل سفلي أو كدليل علوي) على اليمين. لاحظ كيف أن 
التجميع یتجاوز المؤشر + أو 1 الذي يظهر كدليل سفلى وكدليل علوي على حد سواء. من خلال 
هذه الاصطلاحات. پر تبط ترمیزنا .(contravariance) aul EET (covariance) pal‏ 

تعتبر بعض المعالجات لفاضلة التخايرة Ty‏ في النطویات دون مقاییس. كا تسمی 
الفاضلة التغايرة بصلة ولانه من خلال توفیر تفاضل حقل التجة فهو یعطی بعض الصلة بين 
الفضاءات الماسة للسطح 5 في dake blä‏ إن اتصالنا القانوني الذي ينبثق من مقیاس Shey‏ 
("Levi-Civita connection")‏ يكون مت‌اثلاء لذا فان الالتواء يساوي 0 : 
rl‏ (1,۳( 
j‏ 


ویتوصل إلى تقوس ریمان من الصيغة التالية 


ry + ey ۲* + ۳ 


"ا 
k hl ° jl” hk‏ 


I 
Rik = 
ارسي ا و داخلية ايضاً. لاحظ أن کل مؤ‎ 

سملي ودليل علوي على حد سواء. 


T‏ الهندسة الريانية: دلیل البتدئین 
لا تزال التناظرات القديمة )0,0( -(۷, ۵) محققة بالنسبة للموتر ذى العلاقة 

s h 

Rijki = (gin ier } 
h 
Roy => |" Raine | باعتبار آن‎ 
/ 

(10) Ri 


إلا أنه بحبو ره dale‏ م . على سبیل الثال» لیس بالضر ورة ال يعدم ۸5 . 
ولا تزال المتطابقة الأول (Bianchi)‏ قائمة: 


i ۳ i _‏ )3,3( 
0 و Ry‏ + زر R‏ 
ونحصل على تقوس ريتشى من الصيغة 
oat‏ )1,۷( 
زرم = aji‏ 
l‏ 
ونحصل على التقوس القیامی من الصيغة 
(1,A) R=) g/ Ry.‏ 
وكذلك نحصل على التقوس القطعی لستوی ذی الاساس التعامد ,م من الصيغة 
Fw! .‏ برل مسرن ` K(v aw)=‏ )1,4( 
i,‏ 


A | ۱ R | g 3 a 4‏ ‘ 
ادا كان 5 سطحا cole Y| Lake‏ فان تقو س جاوس شو 2 6 . لاحظ انه ادا کان 
7 - ع عند النقطه م » و عندها Sy‏ ن 


jk 
۲۷۰ = FF. 
J ا‎ 
ijk jkl ikl و ار‎ 7 


امندسة الري‌انية الداخلية ۵۵ 


K (v Aw)= DR, wv hw! 


ملاحظة: یمکن تأسیس التعریف الداخلي للتقوس القياسي R‏ عند النقطة م في سطح 5 ذي 
البعد m‏ على صيغة حجم كرة نصف قطرها الداخلي r‏ عند النقطة م : 


KT Ye) volume = Am r” — Oly, ۳۳. 711142 4... 
6) +2) 


حيث ,ره هو حجم الكرة في 8 . عندما یکون 2 - em‏ تختصر هذه الصيغة للمعادلة 
A)‏ ,1%( وتلعی الصيغة الائلة lass ol SU‏ في 8 . حل شوین (R.Schoen’s sloution)‏ لمسألة 
يامبى (Yamabe problem)‏ المتعلقة بامجاد تشوه متواز لمقياس ریان الحدد لأحد التقوسات القياسية 


الثايتة |S)‏ هو مو ضح E‏ شوین ]2 Lemma‏ 501 ]. 


)\ ,1( صيغة مفيدة إضافية 
هناك بعض الصیغ الخاصة اللازمة في بعض الأحيان. فیمکننا احصول على الشتقة المتغايرة 


(YY Fis: م 4 رم‎ 0 
۱ 1 ۰ سر‎ “Si, ral nk ae ۳ 


mk” ۰ ki ۰ vip a? 


+ 0 Jsm - < ۳ ar 4 5 ha Si 
Ml m 


تشر عهیدیه رب" یتشی إلى أن الشتقة التخايرة للمقیاس هي 0. 
Zij:k = gi, = 0.‏ ( :1 


بصورة dele‏ إن الشتقات التخايرة احزئية الختلطة لحقل التجهات × ليست متساوية. 
تعطي متطابقه ریتشی صيغة جميلة جدا فی| یتعلق بفرق الحدود في تقوس Olas‏ 


5 افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 


Ci) a 3 


وبالتالي» توفر متطابقة ریتشی وصفا بديلا لتقوس ريان على أنها عدم تساوي الأجزاء 
الختلطة. في الصياغات الداخلية لندسة Oy‏ تتحول متطابقة ريتشى أحياناً إلى تعريف تقوس 
Olas‏ 


cal St (1, ۲(‏ 
هناك طریقتان لاثبات Anal‏ الداخلية مندسة رییان: اما مباشرة باستخدام التعریفات 
الخارجية واما یشکل داخلي باستخدام الثبات في ظل تخیر الا حدائیات. وکمثال» سوف نثبت صيغة 

المشتقة التغايرة حقل التجهات بالطریقتین ثم نقارن بینها. 
البرهان اخارجیللمعادلة (۱ ,؟). في حقل التجهات القابلة للتفاضل 


_ 5 id | pox” ð 
۲ = x fe 
i 


Kym du * gx” 
تحقق المشتقة الحزئية العادية‎ 


(1,18) 0x رک‎ ax” م‎ 
dus 7 r3 w Km out “برق‎ ax™ 














من خلال قاعدة الجداء. للتوصل إلى الشتقة المتغايرة» Lis‏ الشتقة في 725 أو مولد 


بور ۲1,2۲2,۰۰۰ أو فضاء عمودي» أو نطاق الصفوفة 


I 
A= Ox” | 
رل‎ 


هناك حقيقة معروفة في الجر الخطى تفید بأن مصفوفة الاسقاط هی: 





1 
p=A(4'a) ۸ =Ag la! 


A Of)‏ لیست 4٩ 4 STV cle get dnd pe‏ مربعة وقابلة للعکس.) 


الهندسة الريانية الداخلية Ov‏ 


في المعادلة (۱6 C1,‏ يكون التجميع الأول عبر : في TpS‏ حقاً. عند النظر في التجميع 
itl‏ , ۸ . للتوصل إلى معامل الا حتلاف 0 ی الإسقاط»ء نضر ب معامل الا حتلاف ۱ 
dx” ` 0%‏ 


في ا معادلة Cis 1E)‏ باستخدام المد حال =Ag af n,m‏ ۲ الدي هو 











للتوصل إلى 








يكون 


E (E1, t8ik,j 78 k,l ۱ 


لاحظ كيف GI‏ في الخطوات الأخيرة تحولنا من الکمیات الخارجية 5 إلى الکمیات 


برهان عدم التباین للمعادلة (۱ (T,‏ في طريقة البرهان هذه نتحقق أولاً من صيغة 
الاحدائیات التي يكون فیها 1= ج عند النقطة م GLU‏ ظل تغير الاحدائیات. 





oA‏ احندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


اذا کان 7 - جر تفید العادلة (۱ ,۲) أذ ٠ =x!‏ وهو ما نقبله بعد القلیل من التفكير. 
للتحقق من عدم التباین يجب علینا أن نبيّن أنه إذا كان *, أ» یعطیان الاحدائیات عند النقطة م 
axes‏ 

ul du” _ 


yi 
i a ar 5 
له‎ Ju Jud 








حيث إننا نتفق على تجميع الأسس المكرّرة. (قد یکون الحصول على هذه الصیغ — لعرفة ما 
إذا كان »2 يصعد للأعلى أم ينخفض للأسفل- الجزء الأصعب من الجبر اخطی» إلا أن 
مصطلحاتنا الدليلة تجعل oY)‏ تلقائیً.) إن هذا التحقق هو آمر مربك. الا آننا سنتطرق ال نلاحظ 

















5 ou" كبرق‎ 5 
JI < ey g Ers’ 
du au! ۱ 
بالتال فان‎ 
mA ۱ au’ aus au! ۳ au" duS u” كير“‎ 5 
kK = ۳ ۳۲ 7۱ 5 ٩ اه اه‎ ۱ ۰. 1۲ 7 ١ | 5 ۳٩ ۴ 
/ du i du Jul M Ju" du du 


وتستخدم المعادلات ذاتها بالنسبة ل ,۰ 8~ . وبجمع المعادلات الثلاث مع تعريف 
1۹ 
ور 1 و 
it’ _ du! du" pq‏ 
Ju” dul‏ 
تحصل عل 
Cant ae! Ve Du” Ju”! Ju!‏ 1 + 
Sts [۵ i‏ ۳ کب 71 5 - t‏ ور 8 ]- Å- g۹4 + ١‏ = 15 
l ۱‏ “يرن Ji 2 Ju? oud duf du!‏ 


اهندسة الري‌انية الداخلية 








dus du Ju! لييح‎ dul du” dul au’ du” 

Qu 32u" 5 eu! du” Ou aus 

au! duf du! “برق‎ aut du du” aul dul 
9 کین ”ي‎ 


ous du" | au! 


| 


2 F i 
du du 
— at ee 
dul du" Ju” 








) و و + ET. -Erts‏ چ - 


حیث: 1= م8 إذاكان 24 5 و0 . 






































oq 


i ۳2 du” Ju! 
E Furm بو‎ 


it u? du” du! ۴ ۱ ”يرثن‎ aul 
rê, = al = 1e (grs -grs tsrs (|+ كب‎ 
jk Ju” oul du * 2 i ۱ i Du ل‎ Ju” du” 
dul Ju” Ju! rP 4. dey! au? 
du? de an ۴ ud us Ba 
. وبتغییر الدلیل الشکلی في الحد الأخير من ۲ إلى‎ 
we ۱ Ou ۱ z 
إن ضرب كلا الضلعین ب ج وتغییر الأعداد الأولية والأدلةء ينتج أن‎ 
ou’ 
۱ 1 ع‎ | ۶: | i أ‎ 
(1,10) eu! h au! a dul du * 
ma l =L ور‎ h -lhk I m 
du’ û Ou du" d 
لدينا‎ OV, 
xi = اه اب‎ 
ار‎ du! J 
a ۲ 985 i’ برچ‎ m ie di dul m "یدج‎ au! m du 13 
= — A +I". —A =X n — HA 73 اک سس‎ . 
au! Fe | jk a "Out aul Ju au’ Jud ي‎ Jf 


4 افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 


من المعادلة (۱۵ G,‏ 





























xi du! out ر‎ z Ju! au" 8 1 au يي‎ au" ap uk 
oud du” #۷ رین اد‎ CIP E 
Ou du” سر‎ du du! h ym 

uM aud au oud ۳ 


PO AR A OR ENE Es 
he du du” du ym 


ToS pete 
Ju” Jad 


J Du” dud 


m ر‎ ۳7 
X p + ۱4 








Ju? du” 7‏ ۰ 
وهذا هو مطلوب. 


ماللاحظة a‏ يتين لنا من Gola dl‏ الاثيين: أن الأول یتمیز بكونة آفصر وب 4 يشتق الصیغت ؛ في حين يثبت 


dane GU‏ محددة. 


(1,۳) امميوديسي 
لکن © منحنی ذا الرتبة de C*‏ السطح gS‏ البعد m‏ للمرتبة GCA‏ "18 ویکون 
متجة التقوس » عند النقطة © »© م . نعزف تقوس الجيوديسي ي« بأنه اسقاط > في الفضاء 
الماس کدم7 . وبالمثل» Ko‏ هو الشتقة المتغايرة لتجة الوحدة الماسی. ولأن التقوس »× خارجي. 
Op‏ تقوس اممیودیسی Kg‏ داخلی. 
إن الجيوديسي هو منحنی یکون فيه 0= Kg‏ عند جميع النقاط. وکمثال على ذلك نجد 
تقوسات الجيوديسي في كرة هي آقواس ا و Sige Ol‏ عط العرضن oN‏ ا 
جيوديسية. [SD‏ هو موضح في الشكل Y‏ ,7) فتتحول السارات القصيرة إلى جیودیسی» إلا Éi‏ هنال 
بعض ایودیسی أطول بين أزواج النقاط. فمثلاً: تتصل النقاط غير التقابلة قطرياً على خط الاستواء 
بجیودیسی قصير وطويل» حيث يعتمد ذلك على الطريق الذي يتم اتباعه. تتصل الأقطاب من 
خلال العديد من خطوط الطول نصف الدائرية خط الطولء وحيعها بذات الطول. 
تفسّر النظرية التالية سبب کون المرات الناعمة الأقصرهي جيوديسى. 


الهندسة الريمانية الداخلية > 


)£ ,4( النظرية 
إن النحنی الناعم هو جیودیسی إذا وفقط إذا انعدم التباين الأول لطوله. 


المرهان: لیکن x(t)‏ توسيطاً حلیاً من طول القوس. إن التطابق مع التغيير الدعوم بالتراص 85 في 
x(t)‏ هو تباین بالطول. 
7( ]ة = BL‏ 


= ] 2 ( 2%. 


= 5 
--<« 
--« 
- -| Kg -ôx 





الشكل (5,7). على الکرة إِنَّ الدوائر الكبيرة هي جیودیسی ( 0 = Kg‏ إلا أن الدوائر الأخرى bd‏ الطول ليست 
جيوديسي (Kg FO)‏ 
بالتکامل بالتجزیء وحقيقة أن dx‏ تظل في السطح. ینعدم ÒL‏ عند کل dx‏ على طول 
السطح إذا وفقط إذا كان 0 - Kg‏ ویصبح النحنی جيوديسياً. 
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"سیر 
wl‏ 


7 عبر أي نقطة Gy‏ أي اتجاه هناك جیودیسی ١“‏ وحید fey‏ عليا. وهي للحقيقة من عمل 
(i) ¢ Hart6]) Philip Hartman‏ » الصفحة [YAY‏ أو cHar2]‏ الثال ۲ ,۰1 الصفحة ۲ CDV‏ يوفر 
امحیودیسی أقصر مسار إلى النقاط القريبة. یبن نقاش آخرء أنه إذا كان 5 متصلاً ومتراصاً (أو 
متصلا Wer‏ فقط ). فانه بين أي نقطتين پوفر بعضص اخیودیسی المسار اللأقصر (نظرية 00۷:-]1100 
کا هو موضح في Cheeger‏ و Chel] Ebin‏ الفصل الثالث] أو Hel] Helgason‏ النظرية ‏ , ۱۰ ]. 


)9 ,1( صيغة احیودیسی 
في الاحدائیات الحلية eul, u‏ وعند النظر في منحنی w(t)‏ العلم بطول القوس. 
بحيث یکون متجة الوحدة coll‏ :2 1 . تحدد مشتقة أى دالة f (u)‏ على طول النحنی من 
YS ju‏ (قاعدة السلسلة). 
قق الشتقة التخايرة لأي حقل متجهات 27 de‏ طول النحنی مايل 
ok‏ لمي oF‏ د Stel‏ ی از CEE‏ 
=X + 2, x‏ مر + ار 2۷ - DX iu!‏ 1,10( 
j / j,k j,k‏ 
الشتقة التغايرة على طول النحنی لحقل التجهات ST sút‏ ×: 
Ti 5‏ رج + - 0 ) 3 ( 
j,k‏ 
)1 ,4( الشهندسة ائدية 


كمثال في هندسة رییان» نعتبر أنه یتحدد فضاء زائدي BLS‏ الابعاد H‏ لاحداثيات عمومية 


من خلال نصف المستوي العلوي 
R2 y > 0}‏ >( ,)| 
مع المقياس 
gij =y By‏ 
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اي 


2 1 , 2 1 2 
: ۱ = 
ds 5 dx + 5 ax 
F F 


باعتبار أن g hil‏ هو مضاعف القیاس القياسى OD)‏ ع هو Op Cyl"‏ الزوایا هي 
ذاتبا في نصف الستوي العلوی |S‏ هو الحال في H‏ » بالطبع وعلى الرغم من اختلاف السافات. 


الآن» سوف نحسب رموز کریستوفل والتقوس. 
من الصبغة Y)‏ ,1( 





l =r! 120 2 _ -] 
رو 21 ور‎ S 5) 2 (8121 +8g11.2 - E e 
وبا مثل‎ 
2 2 Wl 
ITS > ae, 
0 والباقي هو‎ 
(1, E) من الصيغة‎ 
l l h ol 
مرو وروم‎ +P 9914 2 21 rha +o) 


=-y 2 +0۰ |) 7? 9 2 
وبالثل‎ 


R! 


2 
i” 


222 2۰ 


| pð _ 7 ۳ 
R11 2۳ + روط‎ =-¥ , Ko2=-y 


وبالتالي» OB‏ للفضاء الزائدي H‏ تقوس جاوس الثابت 1- ویفترض مکانه مع الستوي 
(G =0)‏ والکرة (1= YG‏ بد أن Gat‏ الجيوديسى العلم بطول القوس / العادلة :)٩, VV)‏ 


vty بر كني‎ Ty? =0 و‎ x بر2-‎ hey =0. 


OS axe. م‎ = 4× idy لیکن‎ 
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۱ ۱ . dp. 
1 < ۷, x= ۱ 
Py. iy? 
بالتعویض عن نز من العادلة الثانية في الأول یعطی‎ 
ن ر‎ +p) 

ویعطی التكامل باستخدام الکسور الجزئية 

۱ سس ات و 

dy 1-22‏ 
إذا كان 0= ء » فان الخطوط العمودية تکون جیودیسی. إلا إذا كان 1/4-< وبإجراء التکامل 


+ py. 


dp 
dy 


(x _p)? رم‎ =q? 


إن هذه الجيوديسي هي آنصاف دوائر متمركزة في الحور «. كا هو موضح في 
الشکل (1,۳). 

عبر أي نقطتين» هناك جیودیسی وحید. أو "خط مستقيم»" بحیث یکون آقصر مسار بين 
النقطتين. في الواقع» ان أول أربع فرضيات لإقليدس محققة في المندسة الزائدية. إلا أن النظرية 
الخامسة By all‏ غير محققة في الهندسة الزائدية. تفيد عبارتها المتكافئة التي تعود إلى «Playfair‏ أنه 
بالنسبة bd‏ 7 المحدد والنقطة p‏ غير الموجودة على الط فان هناك خطأ وحيداً يعبر p‏ ولا 
يتقاطع مع 1. فتفشل الوحدانية في المندسة الزائدية» ىا هو موضح في الشكل CV)‏ وبالتالي 
تثبت الهندسة الزائدية استحالة ما كان ele‏ اهندسة يحاولونه منذ آلاف السنين-لاستنتاج النظرية 
الخامسة من النظريات الأربع الأولى- وتقدم مثالا تمهيدياً للهندسة غير الاقليدية. 





الشكل )1,1 إِنَّ الجيوديسى في فضاء زائدي H‏ هی أنصاف دوائر متمركزة على حور x‏ والخطوط العمودية. 
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من المهم ملاحظة أن المسافة الزائدية من أي نقطة (a,b)‏ إلى الحور × تقاس على طول 
الجيوديسي العمودي» وهي 


b 
| y > dy = co, 
y =0 
قطعا لا يوجد في الفضاء الزائدي حدود. إلا أنه يمتد بشکل غير حدود في جميع الا جاهات.‎ 


نلاحظ أن التقوس المقطعي الوجب يعني أن الجيوديسى الوازي یتقارب. كما على كرة. في 
حين OF‏ التقوس المقطعي السالب يعني أن الجيوديسى الموازي یتباعد كا في الفضاء الزائدي. 






عرض من الأعلى 
الشكل )£ ,5).الطارة '7» مع الاحدائیین /,9 . 
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مارین 
(۱ ,4( طارة. لیکن 7 الطارة التي نحصل علیها بتدویر الداثرة العلمة ب 7 > > 0 حول مور 
4 وحدات من الرکز. استخدم زاوية التدویر 27 >6 >0 وم إحداثيات. (کا هو 
موضح في الشکل ۱ ).٤,‏ 
را ين أن 
PSL‏ ,0 - روع = #812 ,*(4+0090)< £11 


1 sin Ọ EET 
lı ,سس‎ 17, =sSIn لك )أن‎ + c08 0), 
12 44c0sq j E 90 
. 0 الباقى هو‎ 
المتجهات‎ [a> olte) 


d 
a=coso—, 


00 
a! = coso sl‏ و 0= 2ه . بين أنه تتحدد المشتقة المتغايرة من العلاقة 


al = - 0 e as = sin@cos (4+ cos Q), 
; + 05 0 , 
. 0 والباقي هو‎ 
بالتکامل‎ 00( = 00( =٤ )0 >1 > 27( (ج) بيّن أنه یتعین طول النحنی الحلزوني‎ 
On 1/2 
| (440080)? +1] dt. 
0 


| — ا ا‎ ani ۱ 
217 ioe R21 = cos )0)4 + cos Q), 
R11 =cosp(4+cosp), R1? > R321 =0, 


605 0 260900 G = cos 0 


= ب للخل‎ R= 1 j= 
` ك )ؤت + 4ك‎ + cos 0 4 + cos 0 


© بين أنه لا يوجد تطبيق Bile‏ على السافة لاي منطقة في الطارة الوجودة على الناطق في 
الستوي آو BSN he‏ 


R 


اف الري‌انية الداخلية 1۷ 


Y)‏ ,4( الطارة السطحة ذات البعد الأعلى. في الطارة ذات البعد ‏ حيث CR‏ ”7 التي تنتج 
کجداء دیکاری ل n‏ من الدواثر 51 : 


A 1 = WR. 22 2 2 _ 
T” - ور م و‎ (6 R xX] ieg بر و رود‎ =i 


آثبت باستخدام الوتر الأساسي الثاني ورموز کریستوفل أن التقوس القطعي Ty‏ هو 0؛ أي 
K )5( =0‏ عند كل نقطة بالنسبة لكل مستوي ثنائي ‏ . (يُسمى هذا السطح بالسطح). 
)٩,۳(‏ الکرة. نتحقق في هذا التمرین من أن ابمیودیسی هي آقواس لدواثر كبيرة وأن تقوس 
جاوس للكرة ثابت. ففي كرة ك نصف قطرها a‏ مع الا"حدائیات الكروية العتادة یکون 
u~=o9,u! <9‏ 
)1( تحقق من أنه يتوصل إلى الدائرة الكبيرة من العادلة 
cot =c] cos O +c? sin O,‏ 
باستثناء الدواثر الکبرة العمودية 9-6 . 
ملاحظة : ان الدائرة الكبيرة غير العمودية هي تقاطع الکرة مع المستوي 
 .‏ 61 < 2 
(ب)بتن أن القیاس يتعين عند 


2 . 2 2 
811 =a sin” g, ۵12 =9, £22 =a 


(ج) احسب رموز کریستوفل 
its = cot Q, = = - 811 00605 Q,‏ 
حيث ینعدم الباقي. استنتج أن الجيوديسي تحقق 
0 - م6 مام 6+2 
—sin pcos p 67 = 0‏ 
وبالتالي 0 = 0005 sin‏ - “00 001 ۰0۳-2 حيث تشر الأوليات إلى المشتقات فيا يتعلق ب 6 » ما 
لم يكن »- 0 . وبالتالی Gat‏ من أن 0 = ew "tw =0 Jlle w‏ لذا يكون 


w < 6 0560م‎ +c” 0 0. 
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لذلك. OB‏ ابحیودیسی هي بالقطع أفواس لدواثر كبيرة. 
(د) احسب تقوس Iles‏ 
© كهلة- =b Rig = Rf;‏ روما < ور 
الباقي هو 0؛ تقوس ريتشي 
R22 =1:‏ 2۱20و Ri, =sin7@,‏ 
التقوس القيامي و R‏ وأخبرآتقوس جاوس في د 0. 
ملاحظة: یبیّن النقاش التناظري البدئي OF‏ ابحیودیسی هي آقواس لدواثر كبيرة. قد نفترض أن 
الجيوديسي هو ماس Ld‏ الاستواء عند نقطة معينة. من خلال ميدأ الوحدانية» لابد أن یکانیء 
انعکاسه عبر خط الاستواء. وبالتالى» لا بد أن يكون قوسا لخط الاستواء. 
0 فوق الکرة. عند النظر إل فوق كرة هدور se VU‏ 5 نصف قطره » حول 0ى Rt‏ 


3 lx? برب‎ 2 +2 4w? = ا‎ 


ويتعليم 
COSH] COSUZ, COSU] 51005 (‏ و =a(sinu] 6051/2 510 SINUI‏ ( ۹/۱۱/2۰۱۵ 
(osu <50 Sun > 27,0 5 <2n}‏ 


2 = adu? +a? sin" udu ta‘ cos” udu. 


ds 
ززع › فقط لدینا 822,1 و‎ k (ب)احسب رموز کریستوفل ,"۲ . (لاحظ أنه من جميع‎ 


71 ليستا صفریتون.) 


(ج) احسب بعض مركبات تقوس ريتشى : 
R11 =2,‏ 


R22 <1 - 05ت‎ 1 - 2sin u1, 
R33 =1+ cos 2u] = 09۱ 
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(د) جد ۰۲ مضاعف -< لطول الوحدة. استخدم ع ساب سر( نج . 
u]‏ ۱ ۱ 

وفسّر ذلك فيزيائيا. 

Co)‏ استخدم e‏ لحساب التقوس القیاسی R‏ وفسّر ذلك فيزيائياً. 

(و) اکتب معادلات جیودیسی وتحقق من أن uy = 7H) =u3 =t‏ تطابقها. Gat‏ مرة ثانية 
من خلال حساب متجة التقوس × هذا النحنی فى R?‏ وبيّن أنه متعامد (Blo‏ على الكرة 
5 (بحيث يكون تقوس جیودیسی يساوي 0). هل هذا منحنى لداثرة كبيرة؟ 

)1,09( ان النمودج العمومي bad‏ لفضاء زائدی هو قرص "Poincare"‏ في R?‏ مع القیاس 
ds = 240 / (l-r)‏ » حيث )3 209۶+ =dr*‏ و9 وبذلك 


2 
2+ 2 گے ds?‏ 
4م -1) 4م -1) 


باستخدام الإحداثيين ۰۲,0 احسب رموز كريستوفل» وموتر تقوس Olay‏ والتقوس القيامى ۰ 
وتحقق من أن تقوس جاوس هو 1--2/ ۸ . تحقق مرة أخرى من النتيجة باستخدام هذه الصيغة 
الخاصة للاحدائیات المتعامدة Sto] Stoker)‏ الباب الثالث عش » الصفحة ۱۸۰ ]). 


1 d 5112 ð £2211 


ایس یس سح 
[det £ jj d0 det gjj dor [det £ jj‏ ,2 


I (1,3)‏ النموذج العمومي ال خر للفضاء الزائدي هو RZ‏ ذو الاحدائیات القطبية والمقياس 


ds* = dr* +sinh* rd 0%.‏ 
کا في التمرين )61,9 بین أن 1-= 6 وتحقق من ذلك باستخدام صيغة ستوكر. (حيث نها 
إحداثيات الفضاء الاس الطبیعی الرتبطة بالتطبیق الأسى للفقرة ۱ (A,‏ 








yu) (شمم‎ 


النسببة العامة 


في أواخر القرن التاسع عشرء لُوحظ لا اتساقية غريبة في مدار عطارد. 
لقد فسر نيوتن ببراعة الكواكب الإهليليجية لكيبلر من خلال الحاذبية الشمسية وحساب 
التفاضل والتكامل. واستخدم خلفاؤه طريقة الاضطرابات لحساب الانحرافات التي تسببها 
الکواکب الاخری. وتوقعت حساباتهم أنه يجب أن يدور شکل الدار الاهلیلجی أو یلف؛ sp lege‏ 
الدرجة کل فرن: 
الک و کب الدوران التوقع JS)‏ فرن) 
رحل ’46 
۳۳9 ”432 
کب ”532 


OI‏ "60 ( 60 دقیقة) یکافیم درجة قوس واحدةء و "60 ( 60 (ASE‏ تکافی دقيقة واحدة للقوس. 
تؤكد الراقبة التوقعات التعلقة بزحل والشتری» الا أنها تبن أن عطارد دار "575 کل قرن. 
ويحلول ۰ em glee‏ تجاوز التباین من الدوران التوقم» أي خطأ تجريبي مکن تصوره. ما الذي 


كان سي 13 كل قرن؟ 


تقدم النسبية العامة الإجابة. 


۷1 
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1 
FA i | 
4 0 a ۱ ار - سم‎ 3 
| | کح دم سک‎ 
T an 
SEL 
١65 ae 





الشكل )\ AV,‏ ""دوران عطارد "elv‏ 


(۱ , ۷) النسبية العامة 


تحتوی نظرية النسبية العامة غلى BW‏ عناصر. أولاً: تصف النسبية الخاصة الحركة في الفضاء 
اس عون ساد انا عسو هنذا التكاف: بط یه الس الاب ي ك ال هاب ا لزید 

ول جادبية. نانیا: یعمم م فؤ نطريه النسب من حيث الم 
الجاذبية» تقريباً من خلال معادلة ا لجاذبية للتسارع. ثالثا: توفر هندسة ریمان إطاراً عملياً رياضياً وهو 


ما جعل الحسابات EKE‏ 


لقد تعلمت Jol‏ مرق اشتقاق مبادرة عطارد من آعال Spal) Spain‏ الفصل الثامن]) 
و Weil) Weinberg‏ الفصل التاسع]) بمساعدة صديقى Ira Wasserman‏ يستند الاشتقاق القصير 


المبين هنا إلى حديث طالب الولف Phat Vu‏ في حلقة الریاضیات في كلية poles‏ الذي یستند بدوره 
إلى Jef]) G. B. Jeffery OLS‏ الفصل السابع]). يظهر حساب pe‏ يتضمن بعضص الأحداث 


الدرامية من تاريخ الفلك في Morgan‏ ] 110:2 ]. 


Y)‏ , ۷) النسبية الخاصة 


جسيم واحد في الفضاء الحر يتبع خطأ مستقي) عند سرعة ابتة. على سبیل JE‏ 


=at, y =bt, z =ct‏ د أو 


النسبية العامة LAJ‏ 


a 
a b ۱ 


Lal‏ نی فضاء رباعی الأبعاد (الزمکان): 


(v, 1) ds? =dx* +dy* +d * +dt? 
بالفعل جيوديسي لأي مقياس يكون بهذا الشكل‎ | 
(۷ 3 Y) ds? = ajdx 2 + ۷ 2 + 72 2 + رن‎ 


استد اینشتاین التسبية إشافة إل مله 

i‏ تبدو قوانین الفیزیاء مائلة في جميع الأطر الرجعية الداخلية» أي إنها تبدو متحرکة میم 
الراقبین بسرعة ثابتة نسبياً لبعضهم البعض. بالطبع» في صياغة تسریع الأطر المرجعية» تبدو 
قوانین الفیزیاء مختلفة. فیسقط کوب عصير اللیمون فجاة في سيارة مسرعة وتنطلق كرة 
التنس کالصاروخ وتنسدح على الارض اما من السرعة.) 

ii‏ ترتبط سرعة شعاع الضوء Lal‏ بالإطار الداخلی» سواء من خلال الحركة في الاتجاه ذاته أو في 
اتجاه معاکس. (لقد خن آینشتاین هذه الحقيقة الفاجثة دون أن یعرف الدلیل الذي قدمته تجربة 
Michelson-Morley‏ الشهيرة. وهو يؤدي ال فضول آخرء مثل تباطؤ الوقت بسرعات عالیه.) 

تستخدم فرضيات أينشتاين للحركة إلى جانب الجيوديسى في زمن الفضاء إذا أخذنا UL‏ 

الخاصة للمعادلة Y)‏ , ۷): 


(v, Y) 2 


ds - 02-022 +071? 

إن مقاس لورئتژ العروف» بت C OSS‏ هی سر AS‏ الضوء. نختار الو حدات لعل 
c=]‏ 

یبقی مقاس لورنتز غير متغیر في ظل القصور الذاتي في تغير الاحدائیات. إلا أنه من المتم 


Vs‏ افندسة الرب‌انیة: دلیل البتدئین 


بالنسبة clad}‏ إن اليزة Baul‏ هذا الاس هي وجود ٍشارة سالبة؛ حیث إن LAN‏ لیس 
معرفاً بالاشارة الوجبة. باستثناء احقيقة الجديدة وهي أن مريّع طول النحنی في الزمکان یمکن أن 
یکون La ye‏ أو سالبا وتبقی جمیع التعریفات واخصائص |S‏ هي |S)‏ هو موضح في O'Neill‏ 
(LONE]‏ على وجه الخصوص» سيؤدي التقوس القطعي الوجب إلى أن تتقارب الجيوديسي التوازية 
(سوف يقل مربع السافة بینها). |S)‏ هو موضح في الفقرة 1,۷). 

في آغلب الأحیان تسمی هذه السافة الجديدة "الوقت الفعل" > باعتبار أن للجزء الساکن 
x,y,z (‏ ثوابت) 2۶2 de?‏ إذا استبدلنا الرمز + بالرمز 5 واستخدمنا الاحدائیات ag SU‏ 
یصبح مقاس لورنتز: 
)& , ۷) 


dt = drl -redo _ هم‎ sin? od 07 +d 


(V, Y)‏ مبداً التكافؤ 

تتناول النسبية الخاصة موقع الحركة» de pally‏ والتسارع- في الفضاء الحر. ویبقی السوال: 
كيف یمکن التعامل مع الجاذبية؟ يؤكد مبدأ التكافؤ أن التأثيرات الفيزيائية للجاذبية لا تتمیز عن 
التأثيرات الفيزيائية للتسارع. إذا شعرت بالضغط على أرضية مصعد صغير» لا يمكنك معرفة ما إذا 
كان ذلك نتيجة استناد الصعد إلى كوكب ضخم أم بسبب تسارع الكوكب إلى الأعلى. ونتيجة 
لذلك Op‏ تأثير الجاذبية هو مثل التسارع: إنه يشكّل صياغة ds?‏ . سيّختزل حساب الحركة في Jie‏ 


الجاذبية إلى حساب الجيوديسي في مقياس غريب. 


)£ , ۷) مقياس شفارتسشیلد (Schwarzschild)‏ 
إن المثال الأساسي في النسبية العامة هو التأثير على مقياس لورنتز لكتلة نقطة واحدة» مثل 
الشمس ق مرکز النظام الشمسی. سنفترض OF‏ الاس یأخذ الشكل البسیط 
sin? pd 07) +e” Oat?‏ + شم )2-2( d? =-eM‏ 
حیث Mr)‏ و v (r)‏ هي دالتان تحدان. إن هذا القیاس متمائل كرويّاً ومستقل عن الزمن. 
(یختار الاحدائی 7 بحيث یکون التشوه النسبي نصف قطري» بدلاً من الاتجاهات الماسة.) 


لاسباب فيزيائية» افترض آینشتاین أيضاً أن ما یسمی بموتر آینشتاین ینعدم: 


)۷ , ۵( 


النسبية العامة Vo‏ 


)۷ , 7( د کو و‎ 
G; =g" Rik rts = 0 


G)‏ الواقع» يژدي انعدام موتر آینشتاین 6 إلى انعدام تقوس ريتشى ر۰۸ لذا یکون 
الافتراض الکانیء والابسط هو 0= ر ). للاستفادة من هذا الافتراض» نحسب الآن موتر 


آینشتاین لقیاس (۵ , ۷). نرب الترات 750,00 . ونحسب Sl‏ المقياس 


2 2 . 2 ۲ 
,4م - ررع‎ g22 2-2, عووو‎ 2 sin? Q, £44 =e". 


وتنعدم الأخرى 
ee a 5 44 -‏ ددي ,ر فكي ےا م 
عندها تكون رموز كريستوفل 
5 ۱ 4 1 ۱ 
Ọ,‏ 2 ب مب = ۸ مب = و Gi e‏ (۷, ۷ 
۱ ۳ — 
=r e" A, ee ot, =F L ۳۹ = - 81110005 Q,‏ ی 
1 1 — 4 
cot QP, ۳ ary‏ = 15 


حیث يشير "۸ إلى 4۸/4١‏ ؛ إلى بعض مرکبات موتر تقوس ریان على النحو التالي: 


2 = 3 1 -1[ 1 4 |, | ۱ ما‎ 1 2 
1 رگ‎ 3 _, A 4 1.۱/2 
1 ۱ 7 . =} 
hie = >r pe *, R2,, = sin (1-e *), 


1 =| a 
445 = z (-rje* sin? 0 
Rl - بط به 0 مد‎ Zolya, 


= 3 ol -] ,v-A, 
و4‎ 2494 ۶2۳ ۲ 


وتکون بعض مرکبات تقوس ريتشي ده الصورة 


۷٦‏ اهندسه الريمانية: دلیل المبتدثين 


R33 = sin? جم‎ 


, اا و ۱ R44‏ 
2 2 2 


R= te 0 وديا مرو با +2 با وج‎ ar} 


وآخبرا تکون بعض مرکبات موتر آینشتاین هکذا 


Gi =g Rig -- 8, 

يم لح قحي Ghar?‏ 

أ ey‏ اج ا ا واه وا | - =G}‏ 0 
4 2 


باعتبار أن 1-1۳1 7 ,0= 0 بالنسبة ل ۷ ابت (تحقق من أن (dyldr=0‏ 
ففي جسيم اختبار مع سرعة 0 و 7 كبير IS)‏ هو موضح في التمرين 6,/)» نستنتج أن 
4 - ۷ ۰ حيث M‏ هی الكتلة المركزية و © هو ثابت ااذبية. وبالتاليء 

=1-2GMr7!‏ ی 
باعتبار أن 0= GIGA‏ و Atv‏ ابت. وباعتبار أنه ينبغي أن یکون القیاس مثل مقیاس 
لورنتز لأن ‏ ضخم نستنتج أن 0= ۸+۷ . وبالتال یکون: 
(VA) E 08‏ 
=e À - 1-2 1‏ ام 
م وی ۲ 


النسبية العامة VV‏ 


لقد توصلنا إلى مقياس شفارتز شيلد المعروف: 


VV dr? - رود‎ ldr? -r? (do? + sin? ed 02) 0-202 


لاحظ أنه إذا كانت 0= ۰۸ محتزل مقیاس شفارتسشیلد (۷,۹) ال مقیاس لورنتز 

)£ , ۷). لاحظ Lal‏ الوحدانية في هذه الاحدائیات حيث محختزل ۲ إلى 2011 الذي یمسر على 

النحو التای: لقد أحدث تقلص الشمس ال نقطة Lit‏ آسود في "نصف قطر شفارنسشیار " 
۷ - م / 


CV , ©)‏ الميكانيكيا السماوية النسبية 

عن OW‏ على استعداد للاحظة الاختلافات التی تتوقعها النسبية العامة لدار عطارد. تتمثل 
الفيزياء في ا معادلات الأ ربعللجیودیسی» ا معادلة ( ,1( J‏ مقیاس شفارتسشیلد (۷ .)٩,‏ ينبعي 
أن تتيح L‏ المعادلاات الأربع حل ۰۲ Oc‏ و 7 كدوال ل68. وبدلاً من استخدام المعادلة الأولى 


للجيوديسى التي تتضمن ۲۶ 27/0 نستخدم التطابقة هه زع = 42 : 


)۷,۱۰( 2 ۱ 2 
م ۱-2000 ظ‎ (<2) 
dT dT 


لحساب العادلات الجيوديسية الثلاث الأخرى» فإننا نستخدم العادلة (V, A)‏ محساب 
'=-2GM (r? -2GMry |,‏ ددن( 
A" == "=2GM (r° -2GMr) Or —2GM),‏ 


ثم نستخدم المعادلة (V, Y)‏ 


۷۸ المندسة الریمانیة: دلیل البتدئین 


۲ =-GM (r -2GMr) 


i 
۱ 
122 


0 = -r)sin 6 


= -r(1-2GMr7! ( < 2۷ - 


I 
1 447 


Z 0 ~2GMr—!)2GMr-?) 
2 . -[ 
li> — =I, igor 
2 =—siIn@coso 
33 
= 601 0 
۲ و‎ =GM (r° -2GMr) Î 
2 7 
ACT, VV) العادلات الجيوديسية الثلاث الأخرى ( كما هو موضح في العادلة‎ Ob وبالتالي»‎ 


)۷ , ۱۱( 2 dQ) 
e =l 49 singeosg| | =0, 
PP: dtd d 
(¥, 1%) 2 ۱ 
Tipar 2 4 2001 ۱ 
۳۹ dtd dtd 
)۷,۱۳( 42_90 4 dt _ 
dv” r*—2GMr 71 


یمکن التوصل إلى مدار عطارد من خلال العادلات من (۱۰ ,۷) إلى (۱۳ , ۷). بافتراضص 
آن n‏ و cose‏ هما ب 0 من العادلة (۷,۱۱) © تبقی .٨/2‏ وبالتاى( نسبياً) یبقی الدار 
را حيث تصبح المعاد لات الثلات الأخرى “a liy‏ 


VE.) 2 afa? A2 
aae r A يك‎ 
d d ۳ 


T,‏ ار با 


النسبية العامة ۷۹ 


)۷ ,۱۵( d0 ۱ 0 
—— + —— = (0 
dt dT dT 
)۷ ,۱۰( 2 
TI a (r? -2GMry 12S - 
dt dtdt 
)۷ , V1) ينتج عن تکامل العادلة (۱۵ , ۷) والعادلة‎ 
)۷ , ۱۷( 2 (ثايت) وآ‎ 
T 
(V, VA) dacii =8 e 
dT 
)۷ , ۱4( وبالتالي تصبح العادلة‎ 
)۷ , ۱٩( dr? 
4) ~r~*—2GMr7!)4.p2n-2 =h 2(1-2GMr 1). 


۱ |— 
وهو ما جعل 1= F‏ تعطي 


2 
du 3 1 2 l‏ 
=2GM lu” - u~ + ۱ ۲‏ | ل 
gM” “P +Po‏ ( 6 
باللسية للثوابت Bo By‏ . لا بد أن تکون القیم العظمی والصغری ۱,۷2 ل 4 re‏ 
باعتبار أن الجذور تختزل إلى 1/20 فیکون الحذر الثالث —uy—u2‏ ۸ موبالتالی فان: 








2 
du ۱ 1 
— | =2GM (u - —uy)| 1 - + + ۱ 
(2) (u —u] JU 22 IGM u] u2 | 
dQ 1 


1 - 20 (u +u] iit 


lau] Jw -uu -۷2( 


_1+GM ) +u] +12) 
J(u —uy u و‎ ( 





کتقریب OL dsl‏ الدار هو قطع ناقص تقليدي 
cos).‏ +7710 د u‏ 


ویکون (10-6 27 uz‏ ,(10+6 1= :۰ والسافة التو سطة 


1] 1 1 ۱ 
a =—| —+— |= 
21۷1 u2} 1-2 





As‏ اهندسة الريانية: دلیل البتدئین 


بالنسبه لدوران واحد 


21۳ 
Aos | تست‎ 
۵-01606090 le(1+cos0) 


1+GMI—!(3+e ومع‎ 0( 


-1 


E 


sin 0 


پس 








21 

= ] 1+ 6111-1 (3 +e cose) 0 
0-0 

- 2+ 6011 1 


- 27+ 60614 /a(l—e7). 
7 راديان. فيكون معدل دوران عطارد في زمن قدره‎ 6۲6۸۷ /a(l-e7) لقد دار القطع الناقص‎ 


هو 
6nGM‏ 
a(l-e)r‏ 
أو بالعودة إلى الوحدات الا كثر قياسية (إن سرعة الضوء © ليست 1) یصبح مساويا 
6nGM‏ 
ا 
e a(l—e“ yI‏ 
والآن 
ثابت الحاذبية G =6.67x10 1m /kg sec”,‏ 
كتلة الشمس M =1.99x10 0kg,‏ 
سرعة الضوء c= 3.00108 m / sec,‏ 
السافة الرئيسة بين عطارد والشمس a 5.76810 m,‏ 
دورة عطارد (بالیوم) 8 - T‏ 
العقد (بالیوم) 26525 
الدر جات ."3600 


بضرب هذه الأرقام Les‏ نستنتج أن معدل الدوران هو حوالي 43.1 / قرن» وهو ما یتوافق مع 
الملاحظة السابقة. 


النسبية العامة 
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dx d 
او‎ —“ |=—(& 
Ga ae 


نتوصل استنادا إلى )420 بعد تکامل جزئی» إلى 

















< پم 
dh| w di | w deg di di‏ © 


باعتبار Org p‏ عشوائيةء فَإنّنا تتوصل tly‏ على 
ذلك إلى 


Kg =0 gy9 


Uzi‏ معادلات خط اخیودیسی. 

إذا لم ینعدم ds‏ على طول خط اممیودیسی؛ فقد 
نختار "طول القوس" 5ء الذي یقاس على طول خط 
الجيوديسى» بالنسبة للوسيط A‏ . عندها يكون 
1= 1 بدلا من (20ج) نتوصل إلى ما يلي 


d EN 5 dguv drg dX y 7 1 duv dX ل‎ dry 9 
2 dig ds ds 2 كك م0۲‎ ds 


أو من محرّد تغيير الترمیز 























guv 


ds 


2 ۱ 
d xa AX dey د)‎ ۲۰( 
SAO a2 +۷ 6[ زر‎ a 





حیث إننا عند اتباع الکریستوفل كنا قد کتبنا 





۳۷,6 


= ue ۷6 _ dguv 
3 


2 ary u, wo) م‎ 


Last,‏ ادا ضربنا )320( — pall 3) eo‏ بت 
عملیة خارجية فيا یتعلق ب e T‏ وداخلية فيا يتعلق ب 


۸۱ 


131 |.ايتشتاين 
Mle”)‏ موترات موافق التغتر و خالف التغتر he‏ 
التوالي)ء و 
0 ۱ 

Buv = ۶ Baag 
les. Auy الوتر الختزل الرتبط ب‎ Buy نسمي‎ 
(BE نحو‎ 

BEV = اج‎ gaps ap 
باعتبار‎ guy She ليس إلا‎ gh قد يُلاحظ ان‎ 

۷ے = باق علا = وبي ثالاي :هلاي 


8 4. معادلة خط ابمیودیسی. حركة ابسیم. 

باعتبار Of‏ العنصر الخطي ds‏ يعرف بشكل 
مستقل عن نظام YI‏ حدائیات. یکون للخط cl‏ 
بين النقطتین ‏ و '2 للمتصل رباعي الابعاد بحیث 
يكون piina fas‏ | خط جیودیسی- معنی مستقل 
Lal‏ عن خيار الإحداثيات. of‏ معادلته هي 


P j 
8 | = (20) 
P 
عند تتفیذ التغاير بالطريقة العتادة نتوصل ببذه العادلة‎ 


إلى أربع معادلات تفاضلية تحدد خط الجيوديسي؛ تُدرج 
هذه العملية هنا لغرض التمم. ليكن 7 دالة 
الإحداثيات ry‏ وليحدد ذلك يحدد عائلة السطوح 
التي تقطع خط المجيوديسي المطلوب وكذلك جميع 
الخطوط في تقريب مباشر لها والتي ترسم من خلال 
النقطتین و '2. عندها قد يفترض التوصل إلى 
خط من هذا القبیل بالتعبیر عن |حدائیاته xy‏ کدالة 1 
۸ لیکن الرمز © يشير إلى الانتقال من نقطة 
الجيوديسى الطلوب إلى النقطة القابلة للدالة A‏ على خط 


AY 


o‏ « فتصبح معاد VY‏ خط احیودیسی على الشکل 





7 ۱ 
d XT + qh Ey o (YY) 
ds ds 


حيث cail‏ عند اتباع کریستوفل» نکون قد حددنا 


{uv,t} = g “[uv,a] 
(YY) 


النداسة الرييانية: 


دليل البتدئین 


مجاور. عندها بالنسبة (۲۰). قد نستبدل 








۸2 
| 42=0 
۳ ۱ )]۲۰( 
2 dx u dxy 
w= E eae 8 
SUV dd 
إلا أنه باعتبار‎ 
_1 Jip © dey سه ر بيع‎ 
se ۳ ag dh dh OTS Ol FT | 


الشکل Y)‏ , ۷). تشتق دراسة آینشتاین عن النسبية [Ein]‏ في الغالب هندسة رییان وصيغة ایودیسی. 


141 | أينشتاين 

تشر هه العبارة ال تشکیل الوتر 
u6 -Auro‏ . لذاء فاننا إذا قمنا بذلك فان 
الحدود التالية للعبارة بالنسبة ل وی تلغي 
حدود Auro‏ الاول. والرابع» والعنصر الذي 
یتوافق مع الحد الأخير في الأقواس المربّعة؛ لأنها جميعاً 
متناظرة في 6 و ۲ . وینطبق الشيء ذاته dal‏ 
لجموع الحدين الثاني والثالث. وبالتالی نحصل على 


AUOT -Auro = Bfior4o (42) 


0 d 
Bhs. =-—— {uSp} + ع‎ 
Hor = ge, ۱۳:۲ aa 01 


)43( ۱۱ 10:0۲ ]16,0 — 
ان الميزة الأساسة هذه النتبحة هی ai‏ على itt!‏ 
الأيمن Sie (EY)‏ 40 فقط» دون مشتقاته. من 


خصائص الوتر 46 ۲و4 با يتوافق مع 
سرك آن Ap‏ هو متجه عشوائي. فنستنتج أنه د ف 


140 النظرية العامة 


إذا كان الوتر di beu APO‏ فان ذلك تختزل إلى 


are‏ دا و 


في حال آننا قدمناء بدلا من الوتر 4۳ موتر 


ی aB‏ 
موافق التغير =8pa8op4 p‏ ۰۸06 وهر 
متناظر أيضاء ob‏ الحد Ge‏ بمقتضی (YA)‏ قد 


: ۳ 4 qo" 
يستر ضس الشکل‎ 








Jie 
2۲۷ * Ox p= 
وفي حال التناظر قيد التساؤل» قد يتم استبدال هذین‎ 
(£ ١(ب الشكلين‎ 

: 5 19 
[e Mia. |_1 9 = pa deN) 

dx yı 2 dx y 

9 ۷-4 4 | | je PO ۱ 
T ۱ 108 E (wf \) 

“n= ax پر‎ "3 dl ۷-4 i 


VT 8‏ موتر ریمان- کریستوفل 
نبحث OVI‏ عن الوتر الذي یمکن التوصل إليه من 


النسبية العامة AY‏ 


۷ یکون Blot‏ موترا (موتر رییانل-کرپستوفل). 

إن الاهمية الرياضية لهذا الوتر هی : 

إذا كانت طبيعة التصل هي أنه يوجد نظام إحداثيات 
بالا ستناد إلى آن wool Suv‏ عندها ينعدم جميع 
8 . فإذا اخترنا أي نظام جدید للاحدائیات 
Yo‏ من الا حدائیات الااصلیت فلن تکون Suv‏ 
الشار إليهاء saul‏ بل إنه PE‏ لطبيعة oi gh!‏ تتعدم 
المركبات التقولة ل مر في النظام الجديد. 
وبالتالی فان موتر Oley‏ العدوم هو حالة ضرورية 
بحیث إنه بالاختیار الناسب لنظام الرجع؛ قد تکون 
# من خلال الا ختبار eee‏ لنظام الرجع؛ النظرية 
النسبية الخاصة جيدة بالنسبة لنطقة حددة للمتصل. 
عند تقلص CEY)‏ فيا gle‏ بالدليلين T‏ و م 
نتوصل إلى موتر موافق التغير من الرتبة الثانية. 

# لقد آثبت علماء الرياضيات أن في ذلك كفاية أيضًا. 


الوتر الاساسی فقطء من خلال التفاضل. للوهلة 
الأولى؛ يبدو الحل واضحاً. نضع الموتر الأسامی ل 
guv‏ في Yu (YY)‏ من أي موتر محدد Any‏ 
وبالتالي يكون له موتر جديدء أي امتداد الموتر 
الأساسي. إلا آننا نقنع أنفسنا بسهولة OF‏ هذا الامتداد 
ينعدم بشكل مماثل. فنصل إلى هدفنا على النحو التالي. 
نستبدل في (YV)‏ 


it‏ سد 
ا ts‏ 
LV =a 0‏ 


أي امتداد التجة الرابع Ay‏ عندئذ (من خلال 
تسمية ختلفة للادلة) نحصل على موتر الرتبة الثالثة 











A UOT 
2 
J A dA JA JA 
۳ H y PL ف اكد‎ ۳ 
TE ۱۳,۶ a (MT, py T (OT, #0 


tp 


+ م‎ jo + {HT aj a0, Py + ۱0۲۱ 0 4p 


الشكل (۲ , ۷). تظهر في الصفحه ۱۳۳ صيغة موتر تقوس sles‏ والذی يسميه آینشتاین Bhot‏ بدلا من Rgl‏ 


( , ۷) بحث آینشتاین 


تفسّر الصفحات المأخوذة من ترجمة بحث آینشاتین ۱۹۱۲ "تأسیس النظرية العامة 
للنسبية»" [Ein]‏ بصورة عامة أن النسبية العامة هى في الأساس هندسة Oley‏ التی أراد تفسیرها 
لعام الفیزیائیین. تبدأ الدراسة في الصفحة ۱۱۱ . یظهر تعریف القیاس: 


TO 


Ag‏ اهندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


في الصفحة ۱۱۹ بأحرف سفلية يونانية بدلاً من اللاتينية. ویظهر اشتقاق صيغة الجيوديسى 
(باستخدام {MVT}‏ بدلا من ri‏ بالنسبة لرموز کریستوفل)؛ من فرضية تباین الانعدام الأول. 
على الصفحتین ۱۳۲-۱۳۱ (الشکل ۷,۲). في الصفحة ۱۶۱ (الشکل (VY‏ يقدم صيغة موتر 
تقوس Ole‏ بحيث یرمز ب Biot‏ بدلا من پر . يتطلب الافتراض البسط oll‏ في الصفحة 
6 انعدام تقوس ريتشى. حاشية تفسر الافتراض الأکثر تبریرا والذي نسمیه OYI‏ انعدام موتر 
آینشتاین» وهو ما يؤدي إلى النتائج ذاتها (الباب 5 (CV,‏ وفي الصفحة ۰۱4۵ نصل إلى الاستنتاح 
التالي: 

توفر لنا هذه العادلات. التي نتوصل إليها بطريقة الرياضيات البحتة» ely‏ على نظرية النسبية 
العامةء إلى جانب معادلات الحركة (ET‏ وقانون الجاذبية لنيوتن كتقريب آول» وكتقريب OU‏ 
تفسیر حركة الحضيض الشمسي لعطارد الذي اکتشفه Leverrier‏ (کا lel‏ لا تزال بعد إجراء 
التصحيحات لاضطراب). يجب أن deg‏ هذه الحقائق» برأبي كبرهان مُقنع لتصحیح هذا النظرية. 


مارین 
(۷,۱) ماذا تعني غلبة مدار الأرضص بالنسبة إلى نظرية النسبية العامة؟ 
(e = 0.0167, a=1.5x10!! m)‏ ناذا نقول: إن هذه النتيجة استخدمت للتحقق من 
ااا 
ol )۷,۲(‏ لكوكب صغير مدارا دائرياً تام للمحيط 2770 قرب الشمس. ما هي سرعته وفقا 
للنسبية العامة؟ (استخدم واحده من المعادلات الأربع للجيوديسي.) 
(۳, ۷) لقد كان آینشتاین مدفوعاً بعوامل كونية للنظر في الكون من خلال المقياس: 
+dt7‏ )07 وو -r (dq +sin?‏ مسق( | dt? =—-(1-r*‏ 
(حيث إن ۸ هنا ثابت» "نصف قطر الكون.") 
(i)‏ هل هذا المقياس lee‏ كرويا؟ 
(ب) ما الوقت الفعلي المنتقضى At‏ بالنسبة لسفينة فضائية للدوران حول نقطة الأصل عند 


0 - ” عند 3/5 سرعة الضوء؟ 


النسبية العامة Ao‏ 


٤(‏ و ۷) حجرة فضائیة» لیست be‏ الارض. تتحرك ol ZL‏ الشمس عند F= Ry -1,5x10!!‏ مار 


2 


)~ مدار الأرض) مبدئیاً ببطء ب cdr /dt =(1-0 RTR"?‏ حيث إن 


. O = J 04 

C)‏ وفقاً للنسبية العامة» كم تستغرق حتی تصل 6.96<105 - ۸2 = ٣‏ متر. )~ سطح 
الشمس»» وفقاً مراقب السافة؟ (الإجابة: حوالي 27 یوم.) 

(ب) be‏ افتراض Ol‏ الشمس انکمشت عد "نصف قطر شفارتسشیلد" 


ا 0 l E.‏ 1 ۱ = ۱ 
Û‏ = ×۷ = ۰۱12 کم يستغرق من الزمن حتى الوصول إلى سطح الشمس؟ 


(۵ , ۷) عند النظر فى ALS‏ صغيرة 7# على مسافة بعيدة R‏ عن الشمس. على افتراض OT‏ 0,0 بقيا 
ثابتین» بين أن العادلتین ذواق الصلة (14 (V,‏ و(۷,۱۲) ابیت فى الباب ۵ ,۷ تصبحان 
E‏ 2 
dr _|./ dt‏ ۳ ۳۳ 
1= ار ۱-۳) + )5( —(1-yr7")‏ 
dT AT,‏ 
dt‏ .]— | 
8 = س( l-vr‏ 
p 0‏ ی 1-7 
(إذالم ينص على أن 2674 = ) استنتج أن 
2 
ee 5‏ ا dr‏ | 
Z) - )1- ۱۳ -B a-y.‏ 
باعتبار أن 0= 4/ edr‏ استنتج أن 


7 
J )ر‎ - (1-y 1) -a-y a-y, 


a! 9‏ با ری E tas‏ وآ 5 ۱ 
من خلال ( 71-77 -( 00 SI‏ بالطبع. تقليديا ا الطاقة الحر 4S‏ 


Mm +-+) aah‏ نذا 


على أن یکون fg )=2GM‏ على افتراض توافق النظریات لا bile‏ مع 70 كبيرة 
استنتح أن 2614 = . 


(شمم (ماس 


نظرية جاوس وبونیه 


نظرية جاوس وبونیه التي AS‏ إحدى النتائج البارزة في الریاضیات» حيث تربط الهندسة 
والطبولوجیا للسطوح. يقدم هذا الفصل لحة دون عرض العدید من البراهین. من أجل بعض 
التفسيرات والتطبيقات الفيزيائية (انظر إلى Levi‏ 1,6۷11]). 


(A, ۱(‏ صيغة جاوس وبونیه 

لیکن ۸ قرصاً ناعأ في منطوي رياني ثنائي الأبعاد /۸ وذي تقوس جاوس © . لیکن 
Kg‏ يرمز إلى تقوس جیودیسی للحدود. عندها یکون 

(A, \) [G+ | Kg = 7 
R OR 

على سبیل الثال» بالنسبة لقرص في الستوی فان 2۸ -0+2: آما بالنسبة للنصف 
العلوي لكرة الوحدة فان 27 < 27+0 . 

لاحظ أن هذه الصيغة تعنی OT‏ © داخل» وفقاً لنظرية جاوس |غریغوم OTH‏ البرهان: 
كا هو الحال في نظرية إغريغوم» هو حسابات معقدة. إنه يبدأ بصيغة © في الاحداثیات المحلية 
ویخبر |G‏ إلى تكامل عبر 0۸ باستخدام نظرية جرين. 

)۸,۱( هو موضح في الشکل‎ (Se ©: كان ل 28 زوایا ذات الزوایا الداخلية‎ k 


عندها یمسر حد التقوس ke gih‏ | في الصيغة (۸,۱) بأنه یتضمن مساهمات منفصلة 
OR‏ ۱ 
) 0 -۲) 2 . بالقابل إذا تعاملنا مع الزوایا بشکل منفصل فان: 


AV 


۸۸ افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 


)۸,۲( |+ | Kg + ۵ )۲- 0 ( 27 
R QR 


= 0 


I 
I 
if 





الشکل )1 (A,‏ زاوية داخلية 0 تساهم T-O‏ في Kg‏ | ۱ 
0 


على وجه اخصوص. لمثلث جیودیسی A‏ يكون 
|G + 1: < 001 +07 +03,‏ (۳ ,۸) 
A‏ 
وکتعدیل للجملة العروفة التي مفادها أنه بالنسبة لمثلث في مستوي» فان جموع الزوایا 


. O FO ۳O03 =F 
Gajim E- 2m z 3 
area A 





نظرية جاوس وبونیه ۸۹ 


لشکل (۸,۲). بالسبة لثلث كرويء یکون مجموع الزوایا 2+4 = 5+ 62+ .aj‏ وبالتاي فان 


wu, HU, Tl TU 
کی ناه کر‎ ee 
2 ۰ a 2 


فى كرة الوحدة» یمکن الحصول غل مساحة GA‏ ۵ من خلال |G‏ : 


(A, £) q ta2 taz =I +A, 


الصيغة الاساسية للمثلثات الکروية. عل سبیل الثال» بالنسبة لثلث etl‏ دی ان 
الشکل (۲ ,۸) الذي یکون برأس واحد في القطب الشیالی» وبرأسين على خط الاستواء وبثلاث 


زوايا قائمة. 


FT 1‏ 7۲ 1۲ 
لبج اس اس اس 
A 2 2‏ 2 


لقد توصل جاوس في الأصل إلى الصيغة (۳ (A,‏ عام ۱۸۲۷م. وقدم بونیه الصيغة (۱ (A,‏ 
عام ۱۸۸ م. 


تعد نظرية جاوس وبونيه نتيجة عمومية عن منطو رياني ثنائي الابعاد متراص وناعم M‏ 
ابا تر بط الكمية الهندسية وهي تکامل تقوس جاوس. بالكمية الطبو لو جية وي TET xf‏ 





الشکل (۸,۳). إِنْ لكرة الوحدة مميّز أويلر 2 - 8+ 6-12 - -E +F‏ 7-۲ . من خلال نظرية جاوس 
وبونیه نحصل على 217 = 47 = |G‏ 


T‏ افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 


بالنسبة لاي MIDE‏ مع رژوس ۷ واضلاع E‏ وآوجه dik‏ × على 
أنه ۲ + ٤‏ - 7- ز. تنص النظرية على أن 
(A, 0) | G 220‏ 
M‏ 
على سبیل الثال» في كرة الوحدة الثلثات عند خط الاستواء ذات دائرتين كبيرتين 
متعامدتين Lb‏ الطول. )5( هو موضح في الشكل ۸,۳). إن یز أويلر هو 
X=V -E +F =6-124+8=2.‏ 
وبالتالی یکون 
0 2 4۲ د [G‏ 
foes‏ إحدى النتائح الرائعة للمعادلة )0 ,۸) في ol‏ ميّر أويلر هو خيار مستقل NUL‏ 
وبالتالي فهو متغیر غير طوبولوجي. في الواقع» بالنسبة لسطح من نوع ©»ء یکون مميز آویلر 
جر -2 -7. 
إن النتيجة الثانية الباهرة للمعادلة (۵ ,۸) هي أن [G‏ مستقل عن المقياس» فهو يستند فقط 
إلى طبولوجيا M‏ 
برهان نظرية جاوس وبونیه. عند تثبيت تثليث M‏ عند كل مثلث ۰۸ تصبح صيغة جاوس 


(A, Y) المعادلة‎ tdas ویو‎ 


|G =- Í Kg + > Oj =F 
dA 


والآن إذا أضفنا صیغ جمیع المثلثات. AL OB‏ الأول يساهم في 0 | . باعتبار وقوع كل 


ضلع مرتين في اتجاهين معاكسين. pot Sh‏ ی | . تصل مجموع الزوايا المحيطة JS‏ رأس إلى 
OA‏ 
7 لذا يساهم حد الزاوية في 27 . 


یساهم الحد الأخير في 2 . Lely‏ وباعتبار أن لكل وجه BW‏ أضلاع وني كل وجه 
رأسان» ۶ - £ . وبالتالي فان 


نظرية جاوس وبونيه 41 


| © - 2517 - =2n(V - 3 + | - 7 _E+F)=2ny 
M 
R? تطبیق جاوس لسطح في‎ (A, 1) 
في هذا السطح‎ . 2:14 >S? هو ناظمي الوحدة‎ R? إن تطبیق جارس لسطح ۸۸ في‎ 
عند نقطة الاصل 1 ۰ مع التقوسات‎ X,Y ماس للمستوي‎ ail نجد‎ cA, & كا هو عن ق الشکل‎ 
و‎ Kp >0 على طول حور ز. لخرض التفسيرء افترض أن‎ K gex على طول عور‎ Ky الرئيسة‎ 
. K2 >00 





ay‏ المندسة الريمانية: دلیل البتدئین 
الشکل )£ CA,‏ يرسل تطبیق جاوس نقطة إلى ناظمة الوحدة في الکرة. 


نريد دراسة الشتقة ۰8 التی تسمی بتطبیق ینغارتن. إذا تحرکنا في الاتجاه + من النقطة 


P|‏ نحو النقطة p?‏ » تتحول 11 في ا مجاه × إلى کمیه متناسبه مع ۰۱۱ الا أن هذه الکمية موجبة. 


۲ -K ع‎ 507 s , 


الانجاه ۷ من النقطة p]‏ نحو النقطة 3 » تحول n‏ في y ols!‏ السالب إلى كمية متناسبة مع 
0 5 
2 . إن العمود الثاني لتطبیق ینغارتن Dn‏ هو ۱ 0 | مايا 
-K) -‏ : 


Dn = = I. 
—K2 


تستخدم هذه التطابقة في أي إحداثيات متعامدة. حيث إن جاكوبي لتطبيق جاوس يساوي 
تقوس جاوس: 


det Dn = kj K? =G. 
TECE كرة طو بو لو حبت وكان ل 11 الدرحة | (أي» تغطى الكرة رة‎ M إذا كانت‎ 


جبریا)؛ و 


area(image n) = 47 = ۰‏ = ۱ 
M‏ 
ad‏ استعدنا نظرية جاوس وبونیه GES‏ 187 . بالنسبة للتراص العمومی ل R GM‏ 


g = 2 4: = 2my, 


نظرية جاوس وبونیه لأي سطح مغلق في "18 . 


(A, £)‏ تطبیق جاوس لسطح زائدي 
بالنسبة لسطح زائدي "۸۸ في RYH‏ یکون تطبیق جاوس >S”‏ /1:ه. في 
الاحدائیات التعامدة الحاذية لاتجاهات التقوس الرئیس عند نقطة معیّنة» یکون تطبیق ینغارتن 


نظرية جاوس وبونیه ay‏ 


وجاكوبي « هو 
, © "(1-) = ( ور-)11(۰۰۰-) 
إذا عرّف تقوس جاوس © بأنه 06611 = ر۴٠٠٠]»‏ . بالنسبة للسطوح |ذا كانت n‏ 
زوجية» فان درجة « هي نصف jt‏ آویلر 
لك + =F -E‏ 
(A, 1) | G=Aareas”,‏ 
2 
M‏ 
وضع العام H. Hopf‏ عام 975١م‏ تعمیعً لنظرية جاوس وبونیه [ab‏ یتعلق بالسطوح الزائدية 
[۲100]. (إذا كان م فر دیا فان 0 < ۲ .) 


(۵ ,۸) نظرية جاوس وبونیه وتشرن 

يطبق تعمیم نظرية جاوس وبونیه )0 (A,‏ على أي منطو رياني زوجي الابعاد ناعم ومتراص 

[A112] A. Weil و‎ Allendoerfers [Fen] W. Fenchel و‎ . 1۸۵۱۱۱1 C. B Allendoerfer توصل‎ . M 

عام ۱۹۶۳ إلى Gar olay‏ وتوصل [Che3] S.-S. Chern‏ إلى برهان داخلی عام 4 ۱۹۶م. (کما 
هو موضح في [Got] Gottlief‏ و Spi] Spivak‏ الجلدات من الثالث إلى الخامس ].) 

تتطلب الصياغة واليرهان تعریف تقوس جاوس 6 في OUI YI‏ الحلية. Spil a)‏ 
اه الرابع» الصفحة ۱۰۱] 
1 


و مب م ihi -s Ree‏ ي 
ر دارم 2+ در7 ۱۱5 
O‏ رومام 2۳/2 


ere eee ee 
-R c'l ngl Jn, 


التو ارين ee‏ 


حیث 1+- 7 اج وفقا لا إذا قان. ip sig‏ تبدیلاً زوجیا آو فردیا. علی سبیل الثال 


= 


بالنسية لسطح sls‏ الأبعاد ماس للمستوي 1,72 عند 0 في JR?‏ عل أن یکون XLX?‏ 
det g jj =] ats oll]‏ 3 


as‏ افندسة الريانية: دلیل البتدئین 


G - ورور8) د‎ -R1221 -R2112 +R2121) = R212. 
.))0 ,۳( تقوس جاوس للمقطوعة الوحيدة الموجودة هناك (قارن ذلك با معادلة‎ 
في واقع الأمرء استخدم تشرن لغة الأشكال التفاضلية والأطر المتحركة. وعرّف تقوس‎ 
alas (الجذر التربيعي للمحدد) لأشكال تقوس معينة. لقد أطلق‎ Ge Pfaffian جاوس © بأنه‎ 
الرائد عن حزم الألياف مرحلة جديدة في ال هندسة التفاضلية.‎ 


(A, (‏ الانتقال المتوازي 

يسمى حقل المتجهات على منحنى متواز إذا انعدمت المشتقة المتغايرة على طول المنحنى (ى| 
هو موضح في المعادلة .))5,١5(‏ قد يتبع بصورة منفردة متجة عند نقطة معينة على المنحنى "من 
خلال الانتقال المتوازي" كحقل متجهات مُتواز. في فضاء إقليدس» يكون حقل المتجهات التوازي 
LL‏ -أي أن جميع التجهات "متوازية." 

في منطو رياني 14 » يكون امیودیسی منحنی إذا وفقط إذا كان ماس الوحدة 7 متوازیا. إذا كان M‏ 
سطحاً ثنائي الأبعاد فان Y‏ منحنىء و 8 هو الزاوية بين حقل المنجهات المتوازي × و ماس الوحدة T‏ 





Tx 
إلى ماس‎ X حيث 0 هي الزاوية من حقل التجهات التوازي‎ Kg = 40/05 تقوس جیودیسی‎ (A, 0) الشکل‎ 
الأخبرة حیث‎ X )1( الأولى إلى‎ X )0( الوحدة 7. من خلال صيغة جاوس وبونيهء الزاوية 0 هي الزاوية من‎ 
على سبیل المثال» ينطوي التوجه شرقاً على طول دائرة خط العرض في نصف كرة الوحدة الشالي» على‎ . SG تساوي‎ 
الانحناء نحو اليسار (فكر بدائرة صغيرة حول القطب الشیالی). بالنسبة لخط العرض القريب من خط الاستواء يكون‎ 


نظرية جاوس وبونيه T‏ 
E‏ وينتهي حقل المنجهات الُنوازي متجهاً قليلاً نحو اليمين» أي أنه عند الزاوية :0 ل 277 تقريباً نحو 
اليسار. من المؤكد أن المساحة المحصورة هى أيضاً 27 تقریبا؛ مساحة نصف الكرة الشمالي بتمامه. 
عندئذ يكون تقوس جیودیسی 20/45 Ky‏ إذا كان ۷ منحنی مغلقأء ستكون نتيجة 
(1) × الانتقال التوازی X‏ حول النحنی عند الزاوية » من متجة البداية (0) ×. S)‏ هو 
موضح في الشکل ۵ CA,‏ من خلال صيغة جاوس وبونیه (۱ CA,‏ 
2n- |G = | kg = a‏ 
ds‏ 
لذا | = » . بالتالي» یمکن تفسیر تقوس جاوس بأنه القدار الصافي لتحول التجة في ظل 
الانتقال التوازی حول النحنی الغلق الصغير. 


بصورة أعم» في منطو رياني M‏ ذي البعد الأعلى» یمکن تفسیر رز بانه مقدار حول 
التجه في الستوي ejej‏ في ظل الانتقال التوازي حول منحنی pro Glee‏ في الستوي [©, Ck‏ 

لقد لاحظنا بوضوح الشکل متناهي الصغر لتفسیر تقوس ريان وکان هذا في الصيغة 
ار و۲ 6 

j = 1 
X kl 5 2R i 

سف الاب اس ان ات وه × للتحرك في متوازي أضلاع متناه في الصغر؛ أولا 
ف الا olf‏ ۸ء ثم في الا جاه 7 ثم بي الا جاه ۰-7 ثم بي الا جاه /-. يعطي Ri‏ مقدار LS A‏ 1 
للمتجة الأصلى × الذي يساهم في الرکبة ١‏ للتغیر في X‏ 


(۸,۷) برهان نظرية جاوس وبونيه فى R?‏ 
لقد ou‏ الكاتب من قبل Ambar Sengupta‏ برهانًا ميسرٌ ا لصيغة جاوس وبونيه (۱ CA,‏ فيا 


يتعلق بالسطوح في 187 . بعد ذلك» يمكن اتباع نظرية جاوس وبونيه ۸,۵ بسهولة کا هو موضح 
في الباب (۲ ,۸). 


يبدأ البرهان بإثبات سهل لصيغة مثلث جیودیسی في معادلة كرة الوحدة CA, E)‏ 


۹۹ الهندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


(A,V) Oy +09 +03 - 7) + ,ا‎ 


الذي yx‏ > ال e1) Thomas Harriot‏ كا هو موضح «Loh] Lohne E‏ الصفحة 


۱ يلي ذلك dane‏ منطقة فرص ناعم R‏ على cd SI‏ من خلال التقريب: 
(A, A) area(R (+ | Kg = 2m.‏ 
OR‏ 
وأخيراء تستنتج من خلال التفکیر في البرهان بطريقة جيدة أن صيغة منطقة قرص ناعم R‏ 
على أي سطح ناعم R3 3M‏ هي : 
(A, ٩( [G+ | Kg 27‏ 
R OR‏ 





الشکل )1 (A,‏ في كرة الوحدة یکون مجموع 0/3 + 02 + 01 لزوایا مثلث جیودیسی يساوي 4 +7 وفقاً U‏ 
یمکن إثباته باعتبار الثلث تقاطعاً لثلاثة أهلّة زر مساحة کل منها :20 . 


لإثبات العادلة CA, Y)‏ نتصور مثلثاً جیودیسیاً A‏ لساحة A‏ والزوایا 01,019,063 
الحدودة بثلاث دوائر کببرة كما هو موضح في الشکل T‏ ,۸. تجد أن كل زوج من الدوائر الكبيرة 
حيط Wy,‏ متطابقین Lj‏ زر مع الزوایا :© . تتقاطع الأهلّة Li‏ في ۸ ؛ وتتقاطع UY‏ زا في 
مثلث متطابق ۸۳ خلف الکرة. ان للهلال ‏ مساحة متناسبة مع :0 ؛ عند النظر بي الحالة 


نظریه جاوس وبونيه qy‏ 


المتطرفة =m‏ ز» يتبيّن لنا أن مساحة Lj‏ تساوي :20 . باعتبار UL;‏ متطابقاً مع UL;‏ فان لكل 
(ges‏ مساحة 27 . بالتالي 
area(UL; )= > area(L; )—2A = 260 + 02 + 03( -۰‏ = 27 
وبالتالي م + = 05 + 02 + ۰0 ىا هو مطلوب. 
عند جمع مثلثات جيوديسي» نتوصل إلى أنه يكون أي مضلع جیودیسی في الكرة على النحو التالي 
area(R) = > )۲- 0 ) = 25‏ 

لاستنتاج العادلة )4 (A,‏ انظر في تطبیق جاوس 57ج mM‏ باعتبار الجاكوبي هو 
تقوس جاوس © يطبق تطبیق جاوس ‏ منطقة R‏ إلى منطقة ۸۱ للمساحة 6 ,| = 4. 

لیکن (1> /> 0) WO)‏ النحنی الذي محيط ب ۸ . ولیکن (E)‏ × حقل التجهات التوازي 
cy t‏ لذا فان X (t)‏ هو مضاعف n‏ . على طول النحنی (/۷/(<۷۰۷ في BSI‏ یکون 
ناظمي الوحدة ذاته» لذا لا یزال (/) OX‏ التحرك بشکل مادي في RÈ‏ إلى الكرة» متوازياً. 

لتكن © الزاوية من )0( × إلى )1( X‏ . عندها یکون 27- y hes Kg‏ ات has‏ 
یساویان 0 |S)‏ هو موضح في الشکل )0 (A,‏ وبالتالي Sp‏ 

[G+ | Kg -2n=area(R')+ | Ky - 27-0 


R OR OR ' 
(A, 4) نستطیم أن نثبت العادلة‎ (A, A) باستخدام العادلة‎ 


تشبر الساحة (RY‏ إلى أن الساحة الجيرية وهی ۰/۲۱ سلبية إذا كان تقرس جاوس G‏ 
سلبياً ویعکس « الاتجاه. وعلی نحو مماثل» يجب تفسیر 27 - Jap Kg‏ حیث ail‏ عل سبیل 
الثال |ذا كان تقوس جاوس © سلبیاه فإنه يغير الاشارة أيضا. 


مارین 

(۸,۱) حاول التحقق مباشرة من صيغة جاوس CIN‏ جیودیسی +a3 2۲+ |G‏ وه + a‏ 
بالنسبة GY‏ مثلث جيوديسي متساوي الساقین في الكرة. (قد تضع Lely‏ واحداً في القطب 
الشمالي.) 


۹۸ الهندسة الريمانية: دلیل المبتدثين 


(A, Y)‏ احسب Gs‏ انين لک ة تكون ۰2 ولطارة تکون ۰0 ولطارة بثقبين تكون 2- باستخدام 
(۸,۳) حاول أن تبرهن مباشرة أن ميّر أويلر مستقل عن التثلیث. 
(A, 4(‏ 355 5 مدورة ثنائية الأساداق RP‏ یکون نصف قطرها a‏ 


۱ |, 4 == 4 - 4× أن‎ edd = |x ۵] 9 استخدم‎ (i) 
رم‎ "i 


(ب) استخدم 9 04 4 ززع dA = [det‏ لتتوصل إلى ذات النتيجة. 

)0 ,۸) استخدم 040 4 ززع dA = [det‏ ساب 0 - GdA‏ 8 فيا یتعلق بالطارة 7 في التمرین ۱ ,1. 
GOA,‏ إحدى SLU‏ حوالي الساعة ۹:۰۰ ۰ مساء في التحف العلمي في بوسطن, لاحظت نواسا 
يتأرجح في الاتجاه ev‏ وقد دار ۱۲۰ درجة من اتجاه البداية العلم بالساعة ۰۹:۰۰ صباحا: 

(i)‏ ما خط عرض بوسطد؟ 
(ب)هل كان ۷ يدور باتجاه عقارب الساعة آم عکس اتجاه عقارب الساعة؟ 


(۸,۷) صح | las‏ 
(أ) یمکن fro gl‏ إلى کل متجة وحدة في كرة الوحدة الدورة من أي متجة آخر من خلال 
الا زاحة التوازية على طول بعض النحنی. 
(ب)یمکن التوصل ال کل متجة و حدة E‏ أسطوانة الوحدة المدورة من أي متجة آخر من 
خلال ال زاحة التوازية على طول بعض النحنی. 


(۸,۸) استعراض السالة على الكرة. عند النظر في الكرة الدوّرة ثنائية الأبعاد CR?‏ 52 التي 
يبلغ نصف قطرها „a‏ 
() آوجد التقوس القطعي. وتقوس ریتشی. والتقوس القیاسی» والتقوس الوسطي القیاسی» 
ومتجة التقوس الوسطي. 
(ب) احسب تقوس جیودیسی خط الاستواء. 
(ج) بين أن لدائرة خط العرض بالنسبه ل 7 > م > 0 eb‏ حيث إن تقوس جیودیسی هو 


, 1> ع‎ 605 4۵ ۱ (asın )0( 





نظریه جاوس وبونیه qq‏ 


.© تحقق من أن صيغة جاوس وبونیه بالنسبة للمنطقة القطبية المغلقة من‎ (a) 


)۸,٩(‏ إذا كان Gar © CR?‏ بالعلاقة: 


z لو‎ +y, 062 <2 


(آ) احسب التقوس الوسطی وتقوس جاوس عند نقطة عمومية. ثم Gat‏ من إجابتك 
بالنسبة للتقوس الوسطي باستخدام التمرین ۷ , ۳. 

(ب)ما هو تقوس ریتشی والتقوس القياسي R‏ عند نقطة عمومیة؟ وما هو موتر آینشتاین؟. 

(د) احسب مساحة الجزء © داخل كرة حوالى 0 لنصف القطر 2 > 7. 

)@ إن اخزء C‏ بحیث 1> 0>2 هو قرص طوبولوجي. أثبت OF‏ صيغة جاوس وبونیه 
خاطئة بالنسبة لهذا القرص. ما هي فرضية صيغة جاوس وبونیه التي لا یمکن أن تتحقق 
هنا؟ 


(و) آوجد طول pail‏ جیودیسی في © من النقطة (1,1-,0) إلى النقطة (0,1,1) . 


pd eas 


لم یتطرق منهجنا الیسر إلى دراسة معمّقة في الجيوديسي أو حتی التطبیق الاسی. یناقش هذا 
الفصل اجيوديسي وبعض النظریات التي تصل إلى استنتاجات عمومية من فرضیات التقوس 
الحلية. فعلی سبیل المثال» توصلت نظرية بونیه (۵ )٩,‏ إلى حد قطر ل M‏ استناداً إلى حد التقوس 
المقطعي . قدم کل من [Chel] Cheeger and Ebin‏ و [Pet2 «Petl] Petersen‏ مراجع جبدة طذه 
الوضوعات في هندسة Oley‏ العمومية. 

لیکن M‏ منطویا ريانياً fe‏ تذکر أنه من خلال نظرية العادلات التفاضلیق هناك 
جيودسي وحید عبر كل نقطة في كل اتجاه. على افتراض أن M‏ تام (من ناحية احیودیسی) -آي قد 
یکون ایودیسی متصلاً على نحو غير محدود. (قد یتداخل الجيوديسى ببعضه حيث يلف خط 
الاستواء بشکل متکرر حول الکرة.) إن هذه الحالة تعني أنه لیس ل M‏ حد ولا نقاط مفقودة. 


)٩,۱(‏ التطبیق الأسی 

يعرّف التطبیق الامی Expy‏ عند النقطة م في M‏ بانه تطبیق الفضاء اماسی pM‏ إلى 
M‏ بارسال التجه ۷ في ۸1ر7 إلى النقطة في M‏ مسافة |v]‏ على طول الحيوديسي من النقطة p‏ 
في الاتجاه ۷ . |S)‏ هو موضح في الشکل ).4,١‏ على سبيل المثال» لتکن ۸ دائرة الوحدة في 
الستوي الرکب ۰0 p < 1,7 pM = fiy}‏ . عندها یکون 





Expy (iy) =e” 


۱۰ اخندسه الری‌انیة: دلیل البتدئین 





الشكل )1 ,4( يحدد التطبیق الأمي VET) M Expp‏ إلى نقطة مسافة || على طول الجيوديسي في الاتجاه ۷ . 





کمثال ان لیکن SO(n) Dio) M‏ لدوران "18 المثلة من خلال 
=o‏ 
=1}cR" ۱‏ رن eek‏ خی از SO(n) = {n e‏ 
يتألف الفضاء الماسی في مصفوفة التطابقة 7 من جيع الصفوفات التناظرة تخالفیا 
با -- ۸ 4 () 50 7 


وذلك لأن اختلاف العلاقة الحددة AA! =I‏ یعطی 0= ۸1+ هل أي 2-۸ ۸ . 
يتم التوصل إلى التطبیق الامی في (۸) 7750 من خلال دالة الصفوفة الاسية العروفة من 
E‏ 


2 
Exp] (A) =e4 - 7 + م ار‎ 


بالنسبة GY‏ نقطة م في منطوي رياني ناعم 4ء يكون التطبيق الأمي ÜU Expy‏ 
Keb Cele‏ عند ۰0 a]‏ یوفر Slide!‏ ي الا حدائیات الناظمیة جوار النقطة م. إن 
للإحداثيات الناظمية خاصية مفيدة وهي أن القیاس 1= gij‏ رتبة أولى عند النقطة م . (قارن 
دلا 





Exp (iy) = ۸" * N 


Expy (iy) =e هو‎ gM والتطبیق‎ TIM = {iy } يكون الفضاء الماس‎ M بالنسبة للداثرة‎ .)٩,۲( الشکل‎ 


تعد الكرة الصغيرة الفتوحة في الإحداثيات الناظمية» بسيطة ومحدّبة: بوجود جیودیسی 
وحيد بين أي نقطتین. (يقصد ب بسيطة آنها في الغالب واحدة؛ ویقصد ب "ade"‏ آنها على الأقل 
واحدة.) BLS]‏ إلى ذلك» فان ذلك الجيوديسى هو السار الأقصر في جميع M‏ بين النقطتین. 

تقول نظرية هوف رینو (Hopf-Rinow)‏ أنه مادامت M‏ متصلة فان هناك جيوديسياً يعطي المساو 
الأقصر بين أي نقطتین. وعلی وجه الخصوصء مدد التطبیق الاسی Expy‏ « ول 14 . 


)٩, ۲(‏ تقوس SO(n)‏ 
كمثال» سوف نحسب الآن تقوس (50)7. في الفصل الخامس عرّفنا الوتر الأسامي الثاني 
لنطو جزئي RY ISM‏ من تحويل معدل × لماسات الوحدة على طول كل منحنی شريحة. طالا 
أننا نأخذ المركبة الناظمية» فإن أي منحنى يتجه في الاتجاه ذاته وأي حقل متجهات مامي يبدأ بالمتجه 

الممامبي ذاته» سيعطي النتيجة ذاتها. 


١ ١‏ الهندسة الرييانية: [Js‏ البتدئین 


T,= [A"=-A) 





لشکل .)٩,۳(‏ بالنسبة للزمرة للتعامدة الخاصة  SO(n)‏ یکون الفضاء الاسی هو 


. Expy )4( =e“ والتطبیق الأسى هو‎ 750 )( - 4 =A} 


E‏ ل = 1 1 ۱ 5 با 
لیکن 1 آساسا متعامداً ل | - 4 أ- ()7750. فقد يتم حساب المركبة ij‏ 
للشکل الأساسى الثانی 11 على أنها المركبة الناظمية للمشتقة على طول النحنی FI‏ لحقل 
التجهات e iE;‏ (باعتبار أن ei‏ تحدد ۲ ل ام فانه oat‏ ;£ لتجه الماس 
(e3! (۳ j‏ € اسار 
d | sE _ 4 oF. a ee‏ 
=EjEj,‏ زر (۰۰۰+ )=<(+sE,‏ رجا e‏ 
يتوصّل إلى الاسقاط في الفضاء الناظمی للمصفوفات التناظرة من العلاقة 
ظ De‏ . | 
+E ;E;),‏ رهز -] زر:ة)+(رعيه) H‏ 
وبالتالي 


j +H رای‎ ). 


۳ 
۱1 => (E;E ۲ 


يتوصّل إلى التقوس القطعي Ej, Ej‏ من العلاقة 


r .۱_ ap? 22 اج ری چم عر جرج‎ 
K (EMÊ, (2225 26 -(E;Ej +E ر‎ Ej) (Ej Ej +E jE; 1 


بالنسبة للمصفوفات ( "۵66045 - A-B‏ و ۸ /8 - (AB)‏ فان 


E. 
K (E; ,Ej)=—trace| 4E; باق رك رظ- رظ رظ ر‎ EÍ -E;E jE; أل‎ 


p.pl rl pp. pÎ pl 
-EjEiE';E; EjE;BjE | 


La . + + 
= 7 trace| 4E; Ej E j Ej —E;E;E;E; -Ej;E;E;E, 
-E;EjE;Ej -E;E;EjEj |, 
الرغم من أن‎ Je) ۰ trace(4B)=tarce(BA) و‎ E; =-E; oY وذلك‎ 
.(trace(A BC ) # tarce(CBA ( 


بالتالي فان 


K (E;,E;)= x trace[ Z; E jE jEj -EjE jEjEj -EjEjE jE; +EjE;E;Ej | 


race [6 T || E; , j i }‏ = 
یه | |E; LE;‏ يشير إلى أن الأقواس تعطي Ej‏ ز 5 - م 8 ;£ . وبالتالي فان 
2 1 ۰ 
K (EE; )= EE; | ۰‏ 
t‏ الواقع. ۴ أي زمرة لي متراصة» يكون المتجهان التعامدان ۷,۷ 
2(" 





الشکل (5 .)٩,‏ في الکرة ۳ Exp,‏ قرصاً مفتوحاً متراثلاً تفاضلیاً على M - {q}‏ ويحدد 
الدائرة الحدية بتهامها على ! 10 . د تسمى النقطة النفر دة 4 للتطبیق الأسي و۲ نقطة مر افقة. 


افندسة الري‌انية: دلیل البتدئین 


(راجم Mil] Milnor‏ الصفحة ۲۳ ۳]؛ آو «{Hel] Helgason‏ التمرپن الثانی. q.i‏ (الرابع) 
والرابع.أ.؟ (الثاني)]). وعلى سبیل الثال» بالنسبة ل (3) SO‏ خذ 


3 


0 
0 
0 


-1 


۱ 0 -1 

E} --1 0 
V2) و‎ 0 

0 Û 

0 0|=—= بم 
8 ۷2 

۱ 0 0 

۷2 | و‎ l 


K (E1,E2)=7|[En E2] 


o O 
۱ 


j -t 





الشکل (۵ .)٩,‏ بالنسبة للسرج YORE =x? +y?)‏ التطبیق الأمی ۳:۳0 WE‏ تفاضلیا عمومیا. 


اخیو دیسی واهندسة العمو مية ۷ ۰ ١‏ 


تتحول جميع التقوسات القطعية إلى Ge.‏ إن 8۳3 - (50)3 كرة UG‏ الابعاد 


مدوّرة نصف قطرها 2V2‏ ونقاطها التقابلة محددة. بالنسبة OSK > SO(n) JS‏ 


)٩ , ۳(‏ النقاط المرافقة وحقول جاكوبي 

على الرغم من أن التطبیق الأسبى BU Expy‏ تفاضلى عند ۰0 إلا أنه لا ينبغى أن یکون WE‏ 
تفاضلياً في جميع النقاط ۷7۸۸ . فإذا كان لدينا M‏ كرة الوحدة و p‏ القطب SN‏ عندها يحدد 
التطبيق الأمی Expy‏ القرص <a}‏ |7|: 714 ۷] التمائل تفاضلياً على و)- SM‏ و هو 
القطب الجنوبيء إلا أنه يحدد الدائرة بتهامها {lvl =m}‏ على 4) . (کما هو موضح في الشكل E‏ ,۹.) 

ومن جهة آخری» بالنسية للسرج | + z =x?‏ في الشكل 0 ,04 یکون التطبيق الأمى 
ULE Expo‏ تفاضلياً عموميا. 

Exp إذا لم يكن التطبیق الاسی ور‎ p مرافقه للنقطة‎ q =Expp ۷۸ النقطة‎ ee 
منفرداً. يحدث ذلك عندما یتطابق‎ DExpyv تفاضلياً عند ۷ أي إذا كان التطبیق الخطي‎ SU 
أو تقريباً عندما‎ 4 > M بحيث تكون السرعة صفراً عند‎ VET DM عمودٌ متحرك نحو ۷ عند‎ 
التجهات‎ few gq تصبح بؤرة اخیودیسی قريبة من م على 4. تتميز هذه النقاط الرافقة‎ 
"جاكوبي" 7 على طول الجيوديسى» وينعدم عند النقطتين 7 و 4 وهو ما يوفر السرعة الأولية‎ 
.)] نوک المجلد الرابع الفصل الثامن‎ [ Spivak لااد اخیودیسی القريبة (راجع‎ 





الشكل )1 ,4( لن تكون الحيودسى على الأسطوانة الناشتة عند النقطة ‏ المسارات الأقصر عند النقطة الفاصلة 0 . 


۱۰۸ احندسه الرييانية: دلیل البتدئین 


مالاحظة: ا al‏ عند ها یم را جيوديسي بقطه مرافقة فانه لا يق یا جيوديس يالاقصر من النقطه p‏ 
نقدم النظریه التالية کمثال میکر للعلاقة بين التقوس والنقاط المرافقة (راجع Cheeger‏ و 
«Chel JEbin‏ نظرية روش LY, YA Rauch’s Theorem‏ 
النظریة: لیکن M‏ منطوياً bilo‏ ناع]. إذا كان التقوس القطعي K‏ عند کل ikë‏ لكل abis‏ 
حدوداً من الأعلى ب 1 ثابت» عندها تکون السافة من أي نقطة إلى نقطة مرافقة على BY‏ 
fey ۷0‏ وجه اخصوص, إذا كان التقوس القطعي K‏ غير موجب» فليس هناك نقاط 
مرافقة» ویکون التطبیق الأسي (Lhe) bloli SE: Expy‏ عند كل ikë‏ (عند ذلك نقول S|‏ 
التطییق Exp» oll‏ تطبيق غم رأ و تطبیق غطائي.) 


)٩, £)‏ النقاط الفاصلة ونصف قطر التباین 

ِنَّ النقطة الفاصلة هي آخر نقطة على الجيوديسي من النقطة p‏ إلى حيث یبقی الجيوديسي 
السار الأقصر من م. قد تکون النقطة الفاصلة ۾ مرافقة للنقطة ep‏ باعتبار النقطة التقابلة قطریا 
على الکرة» حیث يتبؤر احیودیسی القريبة جدا |S)‏ هو موضح في اللاحظة أعلاه). وکبدیل لذلك. 
قد تكون النقطة الفاصلة g‏ مثل النقطة المتقابلة قطرياً على الأسطوانة LL‏ في الشكل 7 ۰٩,‏ حيث 
تلتقي الحيوديسي المتجهة في | تجاهات معاكسة من النقطة . 





الشكل .)٩,۷(‏ إِنَّ التغير الثاني لطول خط الاستواء هو 27- - ( LO) - -| 16 TW‏ 


داخل محل هندمی لنقاط الفاصلة یکون التطبیق الأسی Expy‏ متبايناً ومتماثلاً تفاضلياً. 
يسمى الحد الادنی للمسافات من أي نقطة إلى النقطة الفاصلة نصف قطر التباین النطوی. على 
سيل UM‏ إن نصف قطر التباين لأسطوانة نصف قطرها ت هو ت 

إن إحاطة التقوس القطعي لا یبعد نصف قطر التباین عن 0. قد یکون لأسطوانة ذات 
تقوس جاوس ۰0 بحیث یکون اختیارنا لنصف قطر الاسطوانة ونصف قطر التباین صغيراً. وعل 
نحو مائل» قد يكون للمنطویات الزائدية ذات التقوس السلبي نصف قطر تباين صغیر. إن الفرضية 
العامة للنظریات العمومية هي الهندسة ا محدودة: التقوس القطعي محدود من الأعلی ونصف قطر 
التباین محدود من الاسفل. 


(۵ ر )٩‏ نظرية بونیه 

تتوصل نظرية بونیه إلى استنتاج عمومي من فرضية التقوس المحلية: 

لیکن M‏ منطوياً el Olax) Ly‏ ذا تقوس مقطعي حدود من الأسفل ب Ko‏ ثابت 
موجب. عندهایکون قط رالدائرة بالنسبة ل M‏ على الأكثر THK‏ 

إن فط رالدائرة بالنسبة ل M‏ هي السافة الأكبر بين آي نقطتین. ots‏ كرة الوحدة التي 
یکون فیها 1 1 وقطر الداثرة 2 wld)‏ السافة عل الکرة) أن نظرية بونیه دقيقة (حادة). 

نقدّم الآن خططا أو مسودة للبرهان تبدأ بثلاث هیدیات. تربط التمهيدية الأولى التخیر 
GUI‏ لطول اخیودیسی بالتقوس القطعي „K‏ 
قهیدیة: لیکن ۷ lee‏ حدوداً جيوديسي ذا ماس الوحدة SIT‏ ۷ حقل متجهات متعامداً 
ومتوازیاً ومتبايئاً على ۷ . عندها نحصل على التغي_الثاني الأ وى للطول من العلاقة 

(4, ۱( 1, ")0( |16 0,۷ ( 

على سبیل الثال» لیکن ۷ خط الاستواء على كرة الوحدة البينة في الشکل ۹,۷.ولیکن 7 
حقل متجهات الوحدة العلوی. عندها تکون داترة خط العرض Yy‏ مسافة s‏ من Y‏ ویکون طوضا 
27055 = (5) £ . بالتالى فان 

L"(0)=-2n=-[K, 

LK - 1 باعتبار‎ 


تفسّر هذه التمهيدية ملاحظتنا القدمة في (الباب 1,۷ حيث إن التقوس الوجب یعنی أن 
امحیودیسی التوازية الوجبة تتقارب (وبالتالی تنقص السافة القطعية). 


لاحظ أنه بالقیاس في حقل التجهات التباین aW‏ بطول ca‏ 


)4 , ۲ L"0)=[-a°K TW). 
تبحث التمهيدية الثانية في حقول التجهات التباينة لطول المتغير.‎ 


غهيدية: لیکن ۷ قطعة أولية لحور × في R‏ بطول LO)‏ ففي حقل التجهات العمودي 
ا متباين الناعم یکون f (x)j‏ عندها نحصل على تغي ر الطول الثاني الأ ولي من العلاقة 


)٩ , ۳( L(0) 
LO= |] f (¢ dx. 
0 
نحصل على منحنی بطول‎ of (x)j الرهان: باتباع‎ 
L(Q) 
L()= | ۱۰۵ (۵ 

0 
1, )۷( 


+( 127+ | = 
ویاج el‏ التفاضل نحصل على التمهیدیه (۲ و .)٩‏ ۱ 
نذکر التمهيدية الثالثة بدون برهان إضافي نتيجة جمع نتيجتي التمهیدیتین (۲ (A,‏ و .)٩,۳(‏ 
قهیدیة: لیکن ۷ جزءا حدوداً مجيوديسي ذا ماس الوحدة T‏ وف حقل متجهات متباین fW‏ حيث 
حقل متجهات متعامد ومتواز ومتباین على ۰۷ فنحصل على التغب ر الثاني الا و يللطول من العلاقة 
L'O) - ] ۳-2۸0 W ((‏ (؛ )٩,‏ 
Y‏ 


برهان نظرية بونیه: على افتراض أن قطر الدائرة 34 هو آکر من مغل .۸٨/‏ عندئذ یکون هناك 


ا جیودیسی الأقصر yt)‏ لطول 7/۰/۸0 < 1. وبالتالى یکون 7/1 < 10 < K‏ 


الحيوديسى واطندسة العمومية ١١١‏ 


على افتراض أن ۷ موسط بطول القوس 4. ليكن # حقل متجهات الوحدة المتعامد 


التوازي he‏ . من العادلة (4 ,4( نحصل على التغير الثاني الأولي للطول من العلاقة: 
nr ny 2 7‏ ۱ 
sin KW)‏ (- الا 


1 T ا‎ ey بحت‎ 
<Í z 5 1 ۳ i 0. 


التناقض فى اختيار ۷ المسار اللأقصر يكمل البرهان. 

ملاحظة: في برهان نظرية بونیه» كان من الممكن أن نختار أي متجه وحدة متعامد على 7 بالنسبة ل 
W‏ عند نقطة البداية في ۷ (تمديد 77 من خلال الانتقال المتوازي). يتيح لنا توسيط جميع هذه 
الخيارات استبدال الحد على المتوسط بالحد على K‏ تقوس ريتشي. تستنتج نظرية مايرز إلى أنه إذا 
كان Ric>(n-1)Kg‏ عندها یکون قطر الدائرة ۲/۰/60 > .M‏ 


)1 ,4( نظرية مايرز [Mye] (Myers)‏ 
تضعف هذه النظرية فرضية نظرية بونیه من التقوس القطعي إلى تقوس ریتشی: 
لیکن M‏ منطویاً ريإنياً ناع] (تاماء ومتصلا) ذا تقوس ريتشي الحدود من الأسفل ب 

1- ۸ . عندها يكون قطر دائرة M‏ عل یالاک م۲ . 
البرهان. في برهان نظرية بونيه» كان من المکن أن نختار أي متجه وحدة متعامد على 7 بالنسبة ل 
7 عند نقطة البداية ۷ (تمديد ۷7 من خلال الانتقال التوازي). یتیح لنا توسیط جميع هذه 
الخيارات استبدال الحد على التوسط بالحد على × تقوس ریتشی (hie)‏ على 1- 7). في العبارة 
التي قمنا فيها بمُعیر 1= 10 فقط للراحة. من المؤكد أنه إذا كان التقوس القطعي على الأقل 1 
فان تقوس ريتشي على الاقل 7-1 . 

ملاحظة: نستنتج أنه لا يوجد في 34 حجم أكثر من كرة الوحدة والذي يمكن إثباته مباشرة 
(نظرية (LY, 4 .Cha. Thm]Bishop’s‏ من جهة آخر ی» يعطي Berger‏ (راجع JUU [Che]‏ 
(CY, 5‏ أمثلة على ثلاث كرات ذوات تقوس مقطعي موجب محدود وحجم صغير. أو بتقوس 
وحجم يؤول إلى صفر إذا أردت. 


۱ الهندسة الريمانية: دليل البتدئین 


نذکر بعض النتائج ols‏ الصله. 


[Che2] Cheng’s نظرية القطر الأعظمية لتشينع‎ )٩,۷( 

إذا كان قط رالدائرة ا مبّين في ٦-۹‏ يساوي 1 عندها يكون SM‏ مدورة. 

ملاحظات: إذا كان التقوس المقطعي 1< K‏ وتجاوز قطر الدائرة ۰7/2 عندنذ يكون M‏ كرة طبولوجية 
«[Ber2] Berger )‏ مع برهان آسهل قد مه is‏ من .(LGro2 ] Grove and Shiohama‏ إن الفضاءات iblis Yi‏ 
القياسية التنوعة HP" 6۳ RP?‏ و CaP?‏ جميعها تتضمن 4 > 1SK‏ وقطر الداثرة 7/2 . 


(۸ , ۹) التقوس الثابت 

في منطو رياني M‏ ناعم وتام ومتصل. وعلى افتراض أن M‏ بسيط الاتصال» بحيث 
تنكمش كل عروة وتصبح نقطة. وعلى افتراض أن التقوس المقطعي K‏ ثابت بالنسبة لجميع المقاطع 
في جميع النقاط. بالقياس» قد نفترض أن K‏ هي 1,0 أو 1-. 

إذا كان 1 - K‏ عندهایکون M‏ كرة الوحدة المدورة. إذا كان 0= K‏ عندها يكون M‏ 
فضاء إقليديس . إذا كان 2-1 K‏ عندها يكون M‏ فضاءً زائدياً. وبالتالي يتحدّد المقياس واندسة 
العمومية ماما بالنسبة للمنطويات بسيطة الاتصال للتقوس الثابت. 


(۹ , ۹) نظرية الكرة 

ليكن M‏ منطوياً ريإنياً CU‏ وتاماً و بسيط الاتصال» ويكون تقوسه القطعي 
14261 عندها کون M‏ کر: طبول وج Ui ce)‏ اتصال OU‏ 
ملاحظات: برهن [Rau] H. Rauch‏ عام ۱۹۵۱م نظرية الكرة بالنسبة ل S1‏ 3/4 وبرهن M.‏ 
[Berl] Berger‏ و [Kli] W. Klingenberg‏ عام ۱۹۲۰ م نظرية الکرة بالنسبة ل 1> 1/4>1. 


)٩,۱۰(‏ نظریات الشطرة الأخرى 
تعد نظرية الكرة مثالاً لنظرية الشطيرة» مع الفرضية التي تقول إن التقوس "مشطور" أو 
og‏ 
١‏ حصو ر) بين ق قيمتين. هناك نظریتان |> OL‏ للشطيرة عن هذه المنطويات بسيطة الا تصال: 


ایو دیسی واطندسة العمومية iv‏ 


إذا كان 1 > ۸ > 1/4 » عندها یکون hail Wher M‏ بکرة مدورة أو متقايساً مع أحد 
الفضاءات الإسقاطية القياسية الأربعة المتنوعة .([Ber1 ] Berger )CaP* (HP" «CP" «RP?‏ 
إذا کان 1> × > 0.654 (ليس Clais‏ عندها يكون We M‏ تفاضلاً للكرة الدورة 


.([Suy [ Suyama ) 


(۱۱ ,4( نظرية مقارنة روش 

ليكن 111.112 منطویین ريإنيين تامين وناعمين وتکون تقوساتي) القطعية 
Ki 0 <2‏ بالنسية ل Kg‏ ثابتة. حيث ‏ ۰۸2 6۸۱,22( ole‏ 
=T py, 2‏ 11 م pe T =T‏ التقای سا فطي. ليكن 8 كرة مفتوحة حوالي 0 في NT‏ يكون 
علیها التطبيق YI‏ سي رو EXP‏ و رو تائلین تفاضليين ی M]‏ و ۷2 .لیکن ۷ منحنى ی 
B‏ ولیکن ۷۱,۷2 صورها M1 d‏ و 112 . عندها یکون طول (۷۱) < طول (Y2)‏ . 

في التطبیقات dole‏ ما يؤخذ My‏ أو Ma‏ على أنه كرة» أو فضاء اقلیدیس. أو فضاء 
زاندي» وجیعها محتوي على مثلثات معروفة. وبالتالي یمکن التوصل إلى تقدیرات السافة على 
النطوی الا خر من حدود التقوس. 
تنسب نظر ية القارنة الهمة والقوية إلى 102020820۷ 


)٩,۱۲(‏ مسألة متساوی الحیط 

تبحث مسألة متساوي المحيط العيارية في pail‏ منحنی مغلق بسيط يحيط بمساحة منطقة 
حددة في سطح ريان. (اشتقٌ الاسم غالبا من المسألة المتعلقة بالبحث عن أكبر مساحة Able‏ 
بمنحنيات التي تكافؤ المحيط.) تصف الدراسة المهمة التي أجرها Morgan s «Hutchings «Howards‏ 
How]‏ مقدمة. الباب الثامن] النظرية الحديدة التالية التي تعود إلى Benjamini‏ و ‘Ben] Cao‏ 
النظريتين الخامسة والسادسة]. اللذان قدما البرهان الأول الذي يفيد OF‏ حل متساوي المحيط فى 
مجسم قطع مكافىء يكون دورانه دائرة أفقية. 


3ح رب بر 2 ح P‏ 


۱۱ احندسة الريمانية: دلیل المبتدئين 


be!‏ وجود أقصر منحنی مسألة مهمة. في سطح متراص» ربا ذي حد» تعطي خصائص 
التراص لدوال Lipschitz‏ عامل تقلیص. بین امحدل الجديد بين Hass‏ و [Has] Morgan‏ أنه eer‏ عن 
الحد» یکون عامل التقلیص هو طمر منحنی لتقوس جيوديسي ثابت KO‏ باستثناء العدید من 
آفواس جيوديس يأو التقاط العزولة حیث یصطدم بذاته إلا أنه یقی *0. إذا أتاح ot‏ العدید من 
الرکبات المحيطة بمناطق منفصلة فیکون تقوس جیودیسی KS KY‏ في كل مکان. 
عند التوصل إلى هذا الوجود والانتظام یمکن بسهولة برهنة نظرية متساوي الحیط التالية. 
نظرية ([1107 الباب التاسع]. Pan]‏ الفرضية السابعة]. [۲00). في مستو ذي مقیاس ناعم وتام 
ومتائل دورانياً بحیث یکون تقوس جاوس دالة متناقصة قطعاً للمسافة من نقطة bo Vi‏ عندها یکون 
النحت ىا مغلق البسيط لتقليل الطول ال وحيد الحیط بمساحة حددة هو دائرة مرکزها نقطة الأصل. 
برهان النظرية: في داخل كرة كبيرة» يكون فيها da mo‏ وليكن LO‏ يشير إلى طول pail‏ 
منحنى للمركبتين 0> m‏ المحيطة بالناطق المنفصلة m‏ لإجمالي المساحة 4. إذا كان £ SLB‏ 
للاشتقاق عند ct‏ عندها يكون LO)‏ تقوس الجيودمى ۲0 . تبن نظرية جاوس وبونيه أن إجمالي 
تقوس جاوس للمنطقه المغلقة يساوي 

277) - | >> 27-1 6(0 = 2-1010 

لیکن SO‏ يشير إلى إجمالي تقوس جاوس SLL‏ قرص / یکون مرکزه نقطة الاصل. 
باعتبار أن تقوس جاوس هو دالة متناقصة لنصف القطر. فلا بد أن یکون لأى منطقة آخری بذات 
الساحة» تقوس جاوس بإجالي آقل. لذا یکون لدینا ما یل 

21-11 (1, (t) > (t), LL tt) > 21-7 (t). 
إلى 7 مايل‎  - 0 ينتج عن التکامل من‎ 
L(t)? > 2( LL /(< 47 -2]7 ©). 

إن هلاه Syl‏ حادة بالنسبة لداثرة یکون مرکزها نقطة Leo‏ (کا ہے تکامل صيغة جاوس 
وبونیه بالنسبة للدواثر التي یکون مركزها نقطة الأصل ومساحتها + من 0 إلى (T‏ وقطعياً ما عدا ذلك. 

لقد درست الجموعة افندسية "SMALL"‏ لابحاث الجامعيين في كلية ويليامز Williams‏ 
[Cot]‏ المناطق متساوية المحيط على سطوح غير ناعمة» مثل سطح علبة آسطوانية. بالنسبة لمساحة 
صغيرة» وعل سبیل SU‏ تفضل النقطة تداخل الحافة على تلامس الرأس أو الجوانب. 


Ley X) 


المعیار العام 


في الطبيعة» غالباً ما تعتمد طاقة مسار أو سطح على الاتجاه» وكذلك على الطول و الساحة. 
فعلی سبیل الثال» تعتمد طاقة سطح البلور جذریاً على الاتجاه. في الواقع لد بعض الاتجاهات 
رخيصة جداً بحيث إن معظم البلورات لا تستخدم إلا بعض الاتجاهات الرخيصة. |S)‏ هو موضح 
في الشکل ۱۰,۱.) Ge‏ هذا الفصل التکالیف أو العاییر © الاکثر عمومية على النحنیات 
ویعرض تعمیً مناسباً للتقوس. 


(۱۰,۱) العیار 
ان العیار © على R”‏ هو ills‏ محدّبة متجانسة على R”‏ موجبة الا إذا كان 0= )0( 
نسمي oc"‏ إذا كان مقيّداً ب }0{— ”8 هو ol) ck‏ اذا كان lage‏ یکرة ll‏ حدة 1 
Nis o a O of‏ ننه الكخامةن 
{x : ۳): ( ۲۰‏ 
إن أي منحنی ©. معلّم بتطبیق قابل للاشتقاق >R"‏ [۷:]0,1 يحدد 


P(C) = | @(T (۶ = | (dt. 
$ [0,1] 


إذا كان © قطعة مستقيمة» عندئذ یکون 


D(C) 0 ) lengthC. 


١ 7‏ امندسه الريانية: دلیل البتدئین 





الشكل (۱۰,۱). أشكال بلورية يوجد فيها العديد من الجوانب التي تتطابق مع اتجاه السطح ذي الطاقة النخفضة. Ol)‏ 
Jai‏ صورتین مودت من Steve Smale’s J Beautiful Crystals Calender‏ أما الصورة الثالثة فهي مأخحوذة من E.‏ 
Brieskorn‏ . وتظهر الصور الثلاث في The Parsimonious Universe‏ لكاتبيه Hildebrandt‏ .5 و «Hi]) A. Tromba‏ 
الصفحتان ۱۲ ۲ و ۲۲۱۶ ]). 





الشکل (۱۰,۲). باعتبار أن as‏ الوحدة للمعیار © UE iie‏ فهناك دالة خطية أو JSS‏ واحد ‏ مثل 
OV) SOV (‏ ذو تکاف ء فقط إذا كان ۸4 - 8= ۷. 


Y)‏ , ۱۰) الفرضية 

من بين جميع النحیات القابلة للاشتقاقی C‏ من 4 إلى 8 فا خط ا مستقيم 1 بقلل من 
العیار OC)‏ إذا كان العیار © bit‏ تماماً . 
الرهان: باعتبار أن كرة الوحدة للمعيار © محدبة» فهناك شكل تفاضلی لمعامل ثابت © مثل 

pV) > OV ) 

مع تكافؤ عندما یکون 4- 8 = ۲. |S)‏ هو موضح في الشکل ۲ ,۱۰.) إذا كان المعيار ® عدبا 
daki‏ فان التکاف یتحقق فقط إذا كان « مضاعفا ل 4- 8. ليكن "6 أي منحني WG‏ 
للاشتقاق من 4 إلى 8 . 


P(C) = | 00 )ds > | pds 
426 


= | as -0)©( 
C 


۱۸ احندسة الری‌انیة: دلیل البتدتین 


من نظرية ستوكس (510165:5)») ) هی عامل تصغير المعيار 9 . ادا كان المعيار P‏ دنا 
قطعیاء فان عدم التكافؤ قطعى ما ۸ يكن ' © خطاً مستقیاً أيضاً من 4 إلى 8» لذا فان © هو 
عامل تصغير بشكل وحيد. 


(۱۰,۳) فرضية 
تکون الدالة >6 التجانسة غير السالة للمعیار © ble RF fe‏ (علی التوای» ble‏ 
بانتظام) إذا وفقط إذا حققت القیود DO)‏ للمعیار ® ف الدوائ رالقريبة من نقطة الأصل 


D"(0)+0(0) <0 (<0). 


الرهان: باعتبار التحدب في كل مستوي عبر 0 مكافىء للتحدب. فقد نفترض أن N=2‏ 
ویتوصل إلى التقوس K‏ لأي رسم (0) /- ” في الاحدائیات القطبية من العلاقة 


fo aff عه‎ 
(f ا‎ 232 


UWL,‏ توصل إلى حد التقوس لكرة الوحدة (6)8 /1= r‏ من العلاقة 
3 
05+ اجا 
Vo? +07‏ 


نتبع الفرضية. 


3 
لیکن © منحنی C?‏ ذا تعلیم بطول الرس "1 [0,1]: f‏ ومتجه التقوس LK‏ 
لیکن ۵ معیار *0. قيالتغایرین 8 الدعومین‌ف )0,1( عندها Jy Vi pall sé‏ 


5 /(-- | ۰ 
[0,1] 


المعيار العام ۱۱۹ 


حيث یمثل ®“ الشتقة الثانية لقيمة الصفوفة عند متجة ماس الوحدة 7. بشکل 
حاص, بالنسبة dE‏ طول (| ×| = ( )1 = (P(x)‏ 


SL(f )=- | K-Sfds. 
[0,1] 


بصورة عامة» نسمي 2090 متجة التقوس © العمم. 
الرهان: باعتبار Of) = [OF Udu‏ لأي تعليم SU)‏ 
Sf (udu‏ ۰ ( 0-۷ 5 


= -| DC W -Sf ۸ 


من التکامل بالتجزيء. وباعتبار أن تعلیم طول القوس الأولي f‏ هو متجة ماس الوحدة و 
" 7 هو متجة التقوس K‏ فانه میدئا 


5 Of ( - ۹۵0۵۰8 (sds 


ملاحظات: D 2)7( = 0 Of‏ وبالتالي فان متجة التقوس ‏ العمّم 220090 هو ناظمي TS‏ 
فى IR?‏ 02۵00 هو مضاعف kI‏ إذا كان (۸)0| =( ۵۷ عندها یکون 


. 200 = (h + ۱ 


)0 ,۱۰) مسألة متساوی الحیط 

تقول إحدى نظریات متساوي bad‏ العروفة ol‏ من بين جميع النحینات المغلقة © في 
R”‏ لطول ثابت» تحد الدائرة معظم الساحة -آي» سطح تصغير الساحة الوجهة 5 للمساحة 
الکبری. (راجع» على سبیل (IVE, ۵ , E Fed] JEU‏ بتعبیر آخر» يحقق سطح تصغير المساحة 5 
دو اد C‏ 


area $ > 2 (length C ۴ 
Att 


۱۳۰ اهندسة الریانیة: دلیل البتدئین 


عند تحدید معیار محدب ‏ أو "۰1۳ نبحث عن منحنی WSS Co Glas‏ ثابتة (60) 
الذي يحد معظم المساحة. لذا فإن أي سطح تصغير المساحة 5 ذيالحد BEC‏ 
area S > of 2) V°.‏ 
مع تكافؤ 00 - C‏ 
ots‏ طرائق آلغرن (Almgren’s)‏ (راجع Almgren‏ [سا وخصوصاً الباب التاسع]) 
باستخدام نظرية القياس افندسی. OF‏ منحنى متساوي الحیط الأمثل» موجود. 


في الستوی يكون مذه المنحينيات وصف حميل! ليكن ۳ دوران 90° درجة للمعيار ©. لذا 
OC) = | Y),‏ 
C‏ 
حیث ١‏ هو ناظمی الوحدة الذي توصل إليه من خلال دوران ماس الوحدة 7 بمقدار 
90° درجة عکس oll‏ عقارب الساعة. يتم تحديد العیار الأنوي P‏ من خلال 


p“ w ( اميه ع‎ w : Pv) sf, 


لذا فان SPO) PW)‏ | ۳ . إن منحنی متساوی الحیط الأمثل هو حد كرة الوحدة 
"يتا أو "شکل ولف (Wulff shape)"‏ (راجم [Wull] ۱۹۰ Wulff‏ أو M. asl .([Tay1] Taylor‏ 
۲۷ النتيجة العامة bY‏ وحة H. Brunn’s‏ الافتتاحية (راجع .(LBru} ۱۸۸۷ Brunn‏ نصمم هنا 
برهانا pony eines‏ استناد| إلى ملخص شوارز (Schwartz)‏ وف لاستخدام [Gro] Gromov‏ (أو 
راجم Gs )]4,۱۱,۱۲ Ber] Berger‏ وقت مبكّر من قبل tks [kno] Knothe‏ ذات النتيجة 
والبرهان على السطوح الزائدية متساوية المحيط المثلى في جميع الأبعاد. 


(5, ۱۰) النظرية 
لیکن Y‏ معياراً على ۸. من بين جميع ا منحنيات ا محيطة با مساحة ذاتباء فان حدكرة “للا 


الوحدة 8 "شكل ولف" بقلل من Fn)‏ 1 ۱ 


مسودة الرهان: عند النظر في أي منحنی مستو حیط بالنطقة 8 للمساحة ذاتها کا في 8 . ليكن / 
تطبيقاً bile‏ على المساحة من “8 إلى 8 Sub‏ خطوطاً رأسية بشكل خطى إلى خطوط رأسية. 
عندها يكون 1= detDf‏ ویکون Df‏ مثلثاً: 


۱ a Û) 
of] 





الشکل (۱۰,۳). آثبت الطلاب الجامعيّون أنّ هاتین "الفقاعتين" توفر طريقة الحیط الأدنى لاحاطة وفصل مساحتین. 
Foisy)‏ وآخرون Foil‏ الشکل ۱,۰,۱)]). 


باعتبار أن 2 < 8+ 4= «det Df =ab =1, divf‏ بالتالی 


Y(dB ') = | Y(n) = | PMY) | £ n= | divf 22 area B'=2 area  , 
OB ' OB ' dB ' B 
. مع التکافو إذا كان 8ح و‎ 


ملاحظات: عند النظر في التباینات في البرهان» نستعيد نتيجة [Tay2] J. Taylor‏ وهي أن شكل ولف 
هو عامل التصغير الوحيد بين الجموعات القابلة للقياس (راجع Brothers‏ ۾ .([Bro] Morgan‏ إن 
متجة التقوس العمّم لشكل ولف هو ناظمي الوحدة الداخلي. تثبت الحدلية ذاتبا أن سعة شكل 
ولف داخل مخروط محدب هو تصغير المعيار © بين السطوح المحيطة بالحجم الثابت داخل 
المخروط. 


(۷, ۱۰) بلورات الملح المضاعفة 
منطقتین في الساحات العروفة. بالنسبة لحالة طول (| | - (P(x)‏ یکون الحل "فقاعة مضاعفة" 


۱۳۲ افندسة الريانية: دلیل البتدئین 


کا هو مبیّن في الشکل ۱۰,۳ lady‏ لا آثبتته الجموعة افندسية "SMALL"‏ لأبحاث الجامعيين في 
As‏ ویلیامز عام ۱۹۹۰ Foisy)e‏ واخرون [Foi]‏ (للحصول على مزيد من العلومات. با في ذلك 
النتائج الأخيرة 2 R?‏ وغير ذلك» راجع [210:4].) بالنسبة لحالة |+| (ر+ 0 التي 
یکون فیها شکل ولف (سیاج واحد مثالي) be ye‏ تکون ا حلول في GU‏ أنواع Gilet‏ كا في الشکل 
کی U Lay‏ أثبتته الجموعة افندسية الصغيرة ۱۹۹۳م(راجم French‏ وآخرین [Fre]‏ 
[8]). تبن صور الیکروسکوب الا لکتروني للح الطعام (الشکل ۵ , ۱۰) السلوك النوعی ذاته. 
إذا تم حسب الوسیط الفاصل» حیث اه کسر 1> ۸ > ۰0 فإننا نحصل على نتيجة مماثلة» الا إذا لم 
يحدث أن 20.564 A< Ag‏ لنوع GU‏ وفقاً U‏ أثبتته الجموعة افندسية "SMALL"‏ لأبحاث 
اخامعین de! ٩۹۵‏ اجم «Barber ¿Wecht‏ و .([Wec] Tice‏ 

ف الأبعاد العامة» إن النحنیات متساوية الحیط الثالية لیست مفهومة بشکل جید. اا 
الرشحین الواضحین أشكال ولف الستوية. تقول النظرية التالية اد التحنیات متساوية المُحيط 
المثالية ليست مستوية عموما. 





النوع الثالث النوع الثاني النوع الأول 
الشکل )£ .)١١‏ ود طلاب هذه الانواع الختلفة من الكريستال امال لنمودجهم الریاضی French)‏ وآخرون 
«Mor® |]‏ الشکل AL‏ 


(۱۰,۸) النظرية 

بالنسبةللمعاير_الحذّبة © في YR?‏ يكون النحني متساوي الحیط الثال» مستوياً . 
الرهان: نعرف العیار © من خلال Sel‏ كرة © الوحدة لتکون كثيرة وجوه متناظرة مركزياً 8 
للشکل 1 , ۰۱۰ نی اق مستوي ۴ء الذي yo Marlo pats‏ عبر نقطة الاما کو شکل ولف S‏ 
ذو اد C‏ (مساحة( 5)/ NOC‏ سنبتن oda Sf‏ النسبة کر باللسبة لنحنی قر مستو 6. 


YIA 





الشكل (5, ۱۰). تتوافق صور الیکروسکوب الإلكتروني للح الطعام نوعياً مع توقعات الطلاب French)‏ وآخرون 
.([Mor8 ] ۵‏ 





الشکل (” ,۱۰). كرة © الوحدة 8 . ان لكل شريحة A‏ من الستوي ‏ عبر نقطة الأصلء رأساً في 41 أي أنه 
لسن راتاق 3 


۱۲ الهندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


لا بد آن تکون الشریحة OSS A‏ الوحدة 8 من الستوي cP‏ مضلعة. إن رأساً واحدا 
a‏ على الأقل لیس SLL‏ 8 . يجب أن یکون الرأس ره على ضلع ل B‏ مع الرژوس 50.51 
إن شكل ولف 5 هو المضلع الثنائي بالنسبة ل 4» الذي دار باتجاه عقارب الساعة 90° درجة. 
|S)‏ هو موضح في الشكل ۰۱۰۰۷ ذا كان Cy‏ يشير إلى الضلع الثنوي بالنسبة ل ay‏ (الذي يدور 
90° درجة)» عندها يشير Cy‏ إلى اتجاه ره . إن مسافتها من نقطة الأصل هي la|‏ 

ليكن '© المضلع في 187 الذي يتوصّل إليه من © وذلك من خلال استبدال قطعتين في 
الاتجاهين bobi‏ ب be ٥1‏ الترتيب الذي يحافظ على إسقاط ' 70 C'S‏ على P‏ من داخل ©. 
|S)‏ هو موضح في الشكل ۱۰,۸). عندها يكون ( )0-48( ۵)٤‏ . لیکن "5 سطح تصغير 
السات yo dd‏ فعا dy ps‏ 


areas ' > areaPS ' > areas. 


وبالتالي یکون 
areas ' areas‏ 
> 








DC)? ۴ 





الشکل (۱۰,۷). في الستوي P‏ یکون البلور ولف 5 المضلع الثنائی بالنسبة ل 4 الذي يدور 90 درجة في 
اتجاه عقارب الساعة. 


ملاحظة: بالتقریب» يمكن التوصل إلى آمثلة ناعمة وناقصية. 
بالنسبة للطول» تکون النحنیات متساوية الْحیط الثالية دواثر تقوس ابت. بالنسبة للمعیار 
© في العموم» Git‏ التقوس العمّم التباین على الأقل. 





لشکل (۱۰,۸). یمکن التوصل إلى ' ) من ) وذلك من خلال استبدال مقاطع في الاجاهین 50,51 ب Cy‏ 
عندها یکون D(C)‏ = (' )۳ إلا أن area S‏ < قي „area‏ 


)4 , ۱۰) تمهيدية 
بالسبة للمنحنی Coy‏ للمرتبة 7© لنساوي الحیط JEL‏ .فان تعمیم متجة التقرس © 


(Co) 
2 216940 


< 





ao. 2*۵9 


ملاحظات: بالنسبة للحالة التي يكون فيها العیار © طولاً و0© هي داثرة الوحدة ومن (۱ ,۱۰) 
نقول Of. . || > 1 Sf‏ فرضية النعومة على Co‏ غير ضرورية؛ ومع ذلك ينطوي الاستنتاج على أن 
Co‏ هو 1©. إذا كان Co‏ سطحاً ناعأ محدوداً ووحيداً لتصغير المساحة 50 ويكون n‏ الناظمي 
الداخلي ل Co‏ على طول 50 يجب أن يكون DION)‏ مضاعفاً ثابتاً ١‏ . على وجه الخصوص: 
إنَّ لمنحني متساوي الحيط المستوى امثالي» فأن التقوس العمم الثابت هو 

D 0)) =K. 


الرهان: لیکن R”‏ جب f :[0,a]‏ تعليم طول قوس حلي دن عند المتغيرين الدعو مین المتراصين 
5f‏ . عندها یکو ن 
8(areas - ۷6 |‏ > 0 


> -fièr ds + 20060 2 D(x): Sfds 


۱۳۹ امندسه الريانية: دلیل البتدئین 


ومن فرضية التقوس العمم ‏ , ۱۰ یصبح 
Co)‏ _ ا 


02608 > س‎ ۱ 
| 2aM(Cg) 2areaSg 


يسمى العیار 9 البلوری إذا كانت كرة D‏ الوحدق متعدد سطح نوني. 


(۱۰,۱۰) احدس 
إذاكان © Ly gb‏ عندها یکون منحنی متساوي الحیط JEL‏ مضاعاً. 


(,۱۰) شبکات تصغير المعيار © 

إن الشبكة ۸۷ هي مجموعة محدودة لقطع مستقيمة. عند تحديد المعيار © ومجموعة محدودة 
ذات نقاط حدية في "۰18 نبحث عن شبكة تصغير المعيار © التي تصل النقاط بعضها ببعض. 
وبالنسبة للحالة التي يكون فيها المعيار © هو الطول مسألة فيرما "Steiner"‏ أو "Fermat"‏ المعمّمة 
(راجع «Fer] ۰۱۱۳۸ «Fermat‏ الصفحة ۱۵۳ ؛ Jarnik ¢LSte2 [ [Stel Je ۷ se VAY O Steiner‏ 
و Kossler‏ 1975م (Late)‏ إن هذه الشبکات تلتقى فقط في الثلاثات عند زوايا قیاسها 120° 
درجة (آو في المثنى عند النقاط الحدية لزوایا لا تقل عن 120° درجة) کی هو موضح في الشکل 
.)٠١ , 4)‏ تتصرف آشرطة فیلم الصابون بشکل BU‏ في محاولتها لتصغیر المساحة» | هو موضح 
في الشکل (۱۰ ,۱۰) (راجع Courant ie‏ و «Cou) Robbins‏ الصفحات من ۳۵۶ إلى PUY‏ 


و صفحه (YAY‏ 





الشکل .)٩,۱۰(‏ تلتقي شبکات تصغير الطول في الثلائات بالتساوي عند زوایا قیاسها 0 الدرجة. 





الشکل (۱۰ , ۱۰). تلتقی آفلام الصابون في الثلاثات عند زوایا قیاسها 120 درجة في محاولة لتصغير الساحة 


وقد ظهرت منذ وقت قريب نتانج عن Shall‏ العام ۰ توصل [لیهاالعدید من الطلاب 
الجامعيين (راجع الدراسات الاستقصائية التی أجراها (.[Mor7] «[Mor6] Morgan‏ 


(0١)نظرية‏ 
Alfaro «[Lev2] Levy)‏ وآخرون CCAIR]‏ لیکن [ie P lall‏ بشكل موحد Ws‏ 
للاشتقاق على RY‏ عندها لا تلتقى شبکات تصغي را معيار D‏ إلا ف الثلاثات. 


یبّن البرهان أن تقاطع آربع قطع أو آکثر غير مستقر. 


(۱۳ , ۱۰) نظرية 

R” النظرية > , 5 ]). لیکن العیار ® قابلاً للاشتقاق على‎ Law] Morgan و‎ Lawlor) 
القطم 1+ 7 عند نقطة معينة إلا أنها لا تلتقي القطع‎ AL في شبکات نصغير العیار 4» یمک ن أن‎ 
Jal 1 + 2 

يبدو أنه يمكن "معایرة" جميع هذه التقاطعات وتصنیفها محلیا. تعرض النظرية ANN‏ 
باطقارنة مع النظرية ۱۲ , ۰۱۰ حساسية مفاجثة لفئة النواعم. 


۱۳۸ احندسة الريمانية: دليل البتدتین 


(۱۰,۱۶) نظرية 

(الجموعة اطندسية Alfaro ۵۱۹۹۸ SMALL‏ وآخرون [A12] [AI]‏ في معاير P‏ 
حدّبة بشكل موحد وقابلة للاشتقاق قطعةٌ قطعة على “۸ . تلتق ىأحياناً شبکات تصغير العیار D‏ 
في الا سس على الرغم م نأنها لا EE‏ في ا خمسات CHL)‏ 

یبن البرهان أنه يمكن أن يكون × تصغيراً للمعيار © بجدليات متناظرة واستخدام 
حساب التفاضل والتكامل. إن البرهان أسهل بكثير بالنسبة ل "معيار مستقيم" أو "مقياس 


مانهاتن" Day‏ وهو ليس Lae‏ بشكل موحد (راجع .([Han] Hanan‏ 


لقد درس [Coc] E. Cockayne‏ في وقت میکر معايير المستوي. إلا أنه / يناقش الاعتاد عل 


)0 , ۱۰) نظرية 

Conger)‏ [000]). في معايبر ۵ die‏ پشکل موحد وقابلة للاشتقاق قطعة قطعة على 
8 . تلتقي شبكات تصغير ا معيار ® في الستات . 

یبن البرهان OF‏ القطع الست التي تلتقي على طول الحاور التعامدة في R?‏ هي تصغير 
العیار © بالنسبة للمعيار © . يتطلب عدد كبر من المتنافسين المحتملين SS‏ وإصراراً لليرهئة. 
ST Conger gA‏ الحد الدقيق لعدد القطع التي تلتقي في شبكة تصغير المعيار © في R”‏ هو 28 . 

بالنسبة للمعایر Sled‏ بشکل غبر موحد IS‏ کانت كرة © الوحدة» مکتباً نی "18 فان 
الشبكة المؤلفة من القطع “2 من الرکز إلى الرژوس هي تصغير العیار D‏ وذلك ببرهان سهل. من 
المحتمل أن يظهر ذلك الحد العلوی (راجع «Lagarias ¿Furedi‏ و «Fur] Morgan‏ مقدمه. النظر dy‏ 
koe‏ 


.LSwa] K. Swanepoel و‎ [Cie2] [Ciel] D. Cieslik راجع العمل ذا الصلة للد کتور‎ 


الصيغ المختارة 


)۲,۱( K= dT/ds. 


طول قوس النحنی u(t)‏ : 


)۳,۱( 





x (ù' =du' / dt) 


قياس السطح ( 200 : 


(تعطي ..., "۷,1۸ معلیات على السطح؛ 0 / (X, = Ox‏ والصفوفة العکوسة g”‏ 
سطح ثنائی الابعاد ( x),‏ في 187 : 

H = tracell = k, +k, 
اتقوس الوسطي‎ 


sf 2 2 
(2,7) یشور‎ — A(x, ENT + X X, ۱ 


١ 8 


۱۳۰ امندسه الری‌انیة: دلیل البتدئین 


G = 00111 = 16 6, pul تقوس‎ 


بالنسبة لصورة الدالة f:R’ OR‏ 


ga بلس‎ + (1+ SE) Sn 


1 5 7 5 py” 


ری 


EY yy ry 


f 


ae 


i+f +f) 


سطح ثنائي الابعاد x(u u")‏ فى R”‏ 
متجة التقوس الوسطی H = tracell‏ 


2 ۱ 2 
ور + رد( ول * AA " 2(x,‏ 


XX; —(x,-x,)° 


te 3 ۱‏ ع L‏ 
حيث يشير 2# إلى الاسقاط على TS‏ 


G = 


Her 


(0, Y) 


are 


)۷ , ۳( 


(\,£) 


(Tat) 


الصیغ الختارة ۱۳۱ 
بالنسبة لرسم الدالة f: 1۳ OR‏ 


H < ۱۳۳۳۵ 


0700/2 2 
Galvat)‏ | +1 
حيث إن 


Í = 01 1 03 + ie = 01/0۵ Vi = |] Pacey eee div(p, 0,۰۰۰( = P, + 4, 5 
Ove (التمرين‎ AF = 01۷7۷ =f +f, +... بو‎ 


بالنسبة لجموعة الستوی {f = c}‏ للدالة R‏ ج ”8 : ] 


(\,0) i | 
H= aL 
vs 
رموز کریستوفل:‎ 
3 1) ۳ 1 il 
۳ ی‎ 9 2 J بر‎ T و9‎ "7 5 
Oley موتر تفوس‎ 
)5 , ۵( Ry =u oe ee 
۳ a i i h mi hmi 
($ ۳ 5 پا‎ = ۳ -}- La + 3 (TT, + یا‎ 
1 


O)‏ .6 هي مركبات للشكل الأسامی الثاني 111 في الإحداثيات التعامدة.) 


۱۳ الحندسة الريمانية: دلیل المبتدئين 


i= X R 
Ji jul 
i 


التقوس القيامي: 
Sik‏ 11 


). © = R / 2 (إذا کان 5 سطحاً ثنائی الابعاد‎ 
متعامد:‎ » U, W والتقوس المقطعي ل‎ 
K(v A w) = II(v, v) - II(w, w) — (v, w) 


۱ a ۱ R قم‎ es oe eee 
K(vAw)= X g, Riv wv w 


iJ, kl 


: ۳ التجة‎ [ad الشتق المتغاير‎ 
to i ‘Ta علج‎ 
Xi=X, + مار‎ ۱ 


J 


طول قوس اخیودیسی 1 : 
۲۵۲ + أن = 0 


jk 


۷ - 7 
۳۳ 9 


075 


(A, 1) 


)۲ , ۵( 


(4,1) 


(1,1) 


(\V,1) 


Af = )"و‎ Tif) = me (Jeet gas, 
det 0 du, 


K(0) = (0,14) Ó) )۲,۱(‏ . 
(ب) 214/373/2 0(=14/)1+36(2)» . باعتبار أن للمنحنی الیل 6 فان لناظمي 
الوحدة n‏ له الیل ۰1/6 6,1(//37-) K(0) = 14)-6,1(/372 « n=‏ .. 
(ج) مثل ب. 


. مد وق ]| 3 )1+1( دم‎ -te -ts -t%c,2c و-‎ -ts +t 2و2‎ (ii 
صغيرا‎ K~ كبيرة يصبح 07# كع‎ t لاحظ أنه عندما تکون‎ es =sint,c = 0054 حيث إن‎ 


ويتجه نحو المحور 2 


اننا قدم. 


٠ =12 )16:: + 312 )۲,۳(‏ هو SV‏ عند 240.511 4561/6 - x‏ . وبصورة mel‏ 
التقوس القیاسی ل ( "+ع Ly‏ 
2n—2‏ 


K=n(n-Lx 


هو الأكر عندما (2- 1(/)۸- =n? (2n‏ دل n>3‏ 


(۷ و ۳) التقوس في الاجاه 0 هو 260905170 ól‏ الاتجاهات الرئيسة هی 31/4 ,۰7/4 وكذلك 
H =0, G =-l, ۷14 K^ =0, 1 K'2 > 0‏ ,1-< وير ,1 - نكا 


۱۳۳ 


۱۳ احندسة الريمانية: دلیل البتدتین 


-I/a, -1/a, Ilat, —2/a أو‎ kı =1/a, 9 =1/a, G=1/a*, H =2/a )()۳,۲( 


2a, 2b, 4ab, 2(a +b) (ب)‎ 


>. [132 -24 ۲ 
II = 27 (0,0) = . 77 -132 +118 -0, 
-24 8 
ee, H+ VH? -4G 2 
G = 13218-247 15,000, کت دم‎ = 100, 150. 


(د) لاحظ أن الستوی ,7 ليس مستوى Lu‏ عند 0 لذا استخدم العادلتین ٩,۳‏ و۳ ,۷ 
*=3V2,V2 lll 2 =4/2, G” =G‏ 
(a)‏ حول التغیرات واستخدم العادلتین ۲ و1 و ۰۷,۲ )ع H‏ 


۱ 2 
G =-1/(1+y? sec? | =_1/(l¢x7 42), 


2 sec z( = +1/)1+× 2 + ( 


K=+1/(1+y 


G = 


2 

36 ` H+NH*-4G 

2 OE Ei ۱ 
81x“ +16۶ +z 2 
SIT و‎ NE 


Ia ° 


H 
(81x? + بر16‎ > +z~) 


.)0 51۳6 bs £5 و ۳) 2225126 (دائرة نصف‎ £) 
(Sx Sy 5 





رو و (x,y, (x,y ((, n= LY‏ < 5 
NASL +‏ 
| رل ور لا زر 
62+ 1+2 شر CAFES‏ 
l‏ ود ولع ۳ 


life +f 1 1+ +f 2 


حل الت‌ارین الختارة ۱۳۵ 
55 


x, =(f ۲۵۵۹۵, 'sin9,1), xg =(-/ صرة‎ 0,7 cos0,0), 


n =—(cos@,sin@,-f (0+ 2) 2 (inward), 
x-- =(f "cos0,f "sin0,0), xz < ) 100, 'cos0,0), 


-f ELA ا‎ ۱ 


H = 
erase) ی عب‎ ET: 2 
. 1 =0 باستخدام النظرية ۲ , ۳ لأن‎ )۳,٩( 
ore ee, 
ria ۱ | Pe 
A= | 2nasin gad @=2na” (1-008 |= r? كمع جل‎ + 
Pa a 2 


.)-4/9,4/9,2/9,0( ۷ 


)](,۲( 


2 


x=(x,y, x7 +2 >, :ج66‎ > —24xy +59y7), xq =(1,0,0,0), x2 =(0,1,0,0),x1 1 =(0,0,2,132), 


117 = )0,0,0,-24(, x99 =(0,0,4,118), Og = Xj 
لاحظ أن الا جابات هي جموع احابات‎ .H=(0,0,6,250), G =15,008 ۰۲, & من الفرضية‎ 
التمرین ۲ ,۲ (ب» ج).‎ 
(ب)‎ 


x=(x,y,x2—y7,2xy), x] =(1,0,2x,2y), x2 =(0,1,-2y , 2 ),x7] = (0,0,2,0), 
. ×12 = (0,0,0,2), x99 = )0,0,-2,0( 


TI‏ الهندسة الريانية: دلیل البتدئین 


0 


من خلال الفر ضة ۲ ,4 =l‏ — 
-i‏ ا something‏ 


H= P‏ . بالنسبة لتوس جاوس ©. نحتاج إلى 


زبلا . باعتبار أن ۲۱,۲2 متعامدان 
X] 1۰*1 1 ۰2 (4x ,4y,2,0)‏ ۱ 
PF (x11) = X1] 1] > ¥] a ee‏ 
x] 2 1+ 4x +4y‏ 
(Ay ,-4x,0,2) (4x ,—4y ,-2,0(‏ 
د Paa- AE, Pay)‏ 
2 بر4 + 2 مر4 +1 2 بر + 2 مر4 + | 


G =-8(1+ 4x 2 +4y 20-3 =-814.4|z 4 


9 
2 ا ا 
22 ال = ودر ,2۱ ]ل ع ۲1 
1- 
0 
8 


I1(0,1,0,1) = 


. 7 =V2, G - 0 وبالتال فإن‎ 


20 ة) 


> - )2 f )2 (( 2 =u] ۰ 

x - (lf (2)), x2 - (iif (2)), ۲۱۰۲۵ =0 (x2 =i), 

x11 = )0, “(Z)), x12 = )0:# "(z)), x22 = )0,-7 "E )). 
___ PW) 
something 


من أجل © نحتاج 287 . 
باعتبار 1,52 يشكلان أساساً عبر » بالنسبة للفضاء الجزئي المولّد من IS ED‏ على © 
» یسقط de P‏ الفضاء لوس الرکب التعامد th Ml‏ من (SZ) Me CH‏ 


حل التهارین المختارة ۱۳۷ 


SAIS” 
)1+ |“ ') 
(if if") 
(I+|f E) 
G=-2If "É C+)? 


P(x, 1) =—P(x22)= 


P(xj2)= 


)0 ,£( ينتج عن الحساب باستخدام الصيغة ۱ E,‏ 


)1 را | +)وم - H‏ 


a 


n E x و‎ 1-2 2 p-2 
۷ < جا)‎ fy xx -Wx fy Way +(x رل(‎ ER" cR xR”, 
۰17 =0 أخرىء إذا كان‎ Age إذا كان 0= ۰۷۲ فان 0= ۰17 والسطح متناهي الصغر. من‎ 


. ۲ kerP aR”? = )0( فان‎ 


H =18 (0,1) 


—6e) 31 —12e934(¢, Y) 
آحد الاحتالات أن یکون‎ CA p 
u = (-1,0,1,-1(, 
۲ = (0,—1,1,-D), 
0 -(-+ 9 =) 
| a “aa Ja 4 
. (5 31 ا‎ 
15 415 5 
lH AV 5 - 21 7 i 1 273 —-€94; 


۱ ۱ ۱ 
eld - 7-013 + 04 + 03 - 624 = 
7 7 i wa as ا‎ 


Ww Az|=1. 


W AZ = 


. 612 +2e]3 +2۵23 = (e +e2) ^ (e2 +2e3) (0,9) 


۱۳۸ اهندسه الریانیة: دلیل البتدئین 


)3 , ۵) الطريقة الاول:افترض أن ) ajej ۱۸) je;‏ >(= 4 612 وقم باشتقای التناقض. 


الطريقة الثانية: إذا كان 5 de‏ فان 5-0م5. باعتبار 
0 26234 = )634+ ۸۱2 )34+ €12( » ليس بسیطا. ( E ء٤٤ AR”‏ یکون بسیطا 
إذا وفقط إذا كان ۰5۸0 آما بالنسبة إلى 2< ,"12 برع فیکون E‏ بسيطاً إذا 


وفقط إذا كان 5۸5-0 .) 


(۵,۷) بالنسبة ل ”8 إن جميع الشرائح كرات ذات تقوس جاوس *1/4 لذا فان التقوس 
القیاسی هو 4 /(1- n)‏ . ل (b) CR? xR? = R‏ 83»<(م) “5 ء إن كل شريحة هی Ll‏ 
كرة وإما طارة وإن جميع التقوسات المقطعية هي 1/47,1/57 أو 0» وهو ما يعطي تقوسا 


قياس 6/84+ 2/82 . 
(۵,۸) () 3 


(ب) 31/6 


(ج) 
R1212 =3, 11213 - -1, 41223 =¬,‏ 
R1312 - -3, 41313 =—4, £1323 =0,‏ 
R2312 =-5, R2313=9, R2323 = -14‏ 





=|(2,0) (2,2) (0,2) |. G)(,49) 
(0,0) (0,2) (10,2) 
K (e] ۸89 ( = (2, 6)-(2, 2) - (2,0) - (2,0) = 12. (ب)‎ 


(ج) إن الااساس التعامد الو dol‏ هو )0,0,1(= v =(1,-1,0)/ V2, w‏ 


2.6) (2,0) (0,0 
32y (2,6) (2,0) (0,0) 
11 = 

Ox 


K 1100 ,v Hw ما( سر‎ ,w )- Iw ,w ) = (0,4) (10,2) —(0,-V2)-(0,-V2) = 6. 


حل التمارين الختارة ۱۳۹ 


إن الأساس التعامد ل }0= ++ {x1 txa‏ هو 


مدع 6L-‏ )4-10( 
v2 v6‏ 
)د( .20 = R1212 =12, R1213 =12, R1223 =0, R1313 =32, R1323 = 20, R2323‏ 
والبقیة بالتناظر. عند اعادة اجراء ب وج» نستنتح ما يل: 
(ب) 212 ۸1212 . 


(ج) 
=1/V2, w3=1‏ 2ج < vy‏ والبافي . 
K - R313 -1 R1323 -Í R3313 + R2323 =0.‏ 
2 2 2 2 
V2, v3=0, ۷۱ =2 =1/ V6, W 3 - - ۵6‏ /1= وچڪ ۷1 


1 ۱ 1 ۱ 1 l 
K - - 2-0 a Rams R199 اب‎ 
2 1212 2۳1213 1312 ۳۰/1313 21 


l ۱ 1 l 1 l 
-R1333 —— R3112 + R3113 --R3313 +—RI191 خب‎ 
me rae و كو ل او‎ r a 


=]-—2-—2432/34+1-—2-20/34+1-—2-20/341420/3=0. 


44 20 0 
Ric=|20 32 12 |, R =444+32+52=128 (ə) 
ا‎ 12 32 





E مر‎ )()۵,۱۰( 


w =f (X,Y ,2 ( < اس‎ 
fax (0)=1/a, fy )0( =0, ... (ب)‎ 

(P د عند‎ J (العمودي‎ H =3/a, H=(3/a)eq (ح)‎ 
Ho v)=v ۰))/۵(۲( ۳ ) = )1/0(۳ v - 0: 
Hv ww) =v -((1/a)I)(w ) = )1/ a w =0. 

. ع‎ aw) =(1/a)(1/a)—0* 21/۵2 bp وبالتلی‎ 


(>) 


0 0 
Ris}, 0 JEL والبقية 0 . على سبيل‎ Rijij -1/ کم‎ (i # fj) (ه)‎ 


5۰ افندسة الريرانية: دليل البتدئین 


K (v aw ( = ۳3 ۲ iy بل‎ kw! = 2 Rj لابو يلاي‎ + 2, R jji lw Jy lw 

i + د و‎ (5) 
0 > vi 2 ين‎ (- 8 as ۳ viw? ) 
- ty (00) - سل‎ )0()0( = 3 
s> [Rj] ,اع زء لذلك‎ Ri =D Ry - 2/6“ ISI پر‎ =D Ry 20 (O 
(Qla*)I Ub 

R= tr Rj - 6/02 (b) 
. 1 =-3/a (ي)‎ 
(ك) على سبیل المثال.‎ 


sin? u].‏ - جه : =a(—sinuw] sinus ,sinu] cosu7,0,0); g99 = X2‏ جع 
ikä K=(—cost,—sinr,0,0)/a (J)‏ داخلية» لذا فان إسقاطه هو 0 . إن طول الاو هو 274 . 


)11 ,0( إن pls‏ المشتق فى R?‏ 


۱ 0 2y 0 
pp =| 9 Al}, ود‎ 1 |=0,2y,0 +0,0,07 زرم‎ 
dx ay dz 
O z y 
0 0 Û 
Df )0,0,1( 11 0 1 م00‎ +(1,0,1)/ +(0,1,0)k. 
0 1 Û 


إن التقید بالاشتقاقات في الاتجاهات الماسة (أول عمودین) والاسقاط على الفضاء الاس (آول 
صفین) يعطي المشتق المتغاير زو,ن - 4 ۲ 


1 


( و4) ليكن SOL Xn)‏ بر - (برد,-۲۱:۰۰)ع . فان رسم / هو مجموعة المستوى 
{g - 0!‏ . من العادلهة ۱ , ۵ 


H = -div e = مت لت ,نم‎ 





۲۷ 9 ال‎ vf 


= div 


ب iy‏ = ده 
qirf Ê‏ ترم سيل Jr 2 Fa‏ 


۱۱ الختارة‎ op sll حل‎ 


(۱۳ ,)لیکن vjēj, w =% wre}‏ >= « آساساً متعامدا PS‏ . عندها 


È is = ا‎ 7 Joa ven fe 2 2 1 7ء‎ IAF و زر ع‎ 
Pi >) j vw) = ۳ W jv jw jw j. 


K (P) = (v w M ۷ 0 w ( (vw ) 


1 ا 


12 2-202 = ۲ 
ا‎ ae e 0 هو‎ Kj افا‎ 
vw 4 


Ž 2 ag oe ا‎ 
j tv IW - 20 jv jW iW j)= Pj ومعامل رک زک هو‎ 


۲ 


V8)‏ ,0( اکتب 7 على أنه رسم الدالة عبر الستوي الماس عند (0,1,0,1,۰۰) = م 


: 2 1,۲ 3:۰۰ 27-1 


(¥9,X4,°°*) =f LTS) -| 1 x, 1 13), 


]1 = D7f (0,0,--) = 


بحیث يكون 0= Rijki‏ و 0- £ . والآن 0= ۶ في كل مکان بالتناظر. بدلا من ذلك قم 
بتعليم 7 عل أنه (۰۰۰, 02 510, 0۱60502 x = (cos 0j, sin‏ . احسب [ ۰۶ ,]- | Lgi;‏ 


Vey‏ اهندسة الريمانية: دلیل البتدئین 


)1,0( ب للخروج من النظام ال معادلة التفاضل الو حيدة» اسب" ستحدم ae ae dae‏ 


.8 م ثم احذف‎ 0۳0۶ + 0۱8 JUL; 


1 S Los, 1 | اب‎ s, 
1 وو‎ =—cosu] sinu] 2-5117 2u], I4, = sin 2u] 
= 2 33 2 (ب)‎ (A, 0) 
Tr, 2 ۷۰ r, =—tanwy, rest = 0 
v =a! (9/duz) ربع = "۵/2 لذا‎ =a (د)‎ 
مدنا متوسط 1/4 تقوسات القاطم اله‎ Ric v)=a 4R] =2/a“, m-1=2 
رك كر ب‎ 11 
V تتضمر"‎ 
مرات متوسط جيع التقوسات القطعية.‎ R = 811 زر‎ < 6/۵۴, mm -1( - 6 (ه)‎ 


.]۷ 2۷ إنها دائرة كبيرة» في الستوي |[ - 2و‎ Cs) 
القیاس التجریبی الدقیق» صعبا.‎ fat قرن. إن اختلافاً مركزياً صخرا‎ /3.8"(V, 1) 


(۷,۲) 0= و2/-م. إن العادلة الأولى للجیودیسی تعطي 1173© - (d8/dt)”‏ 
والسرعة ro(de/at)=(aMr!)‏ مائلة للتتيجة التقليدية. يجب أن يكون الراقب 
بعيداً بها يكفي لجعل تشوه الوقت النسبی قليلاً. لاحظ Lal‏ أنه في حين أن حيط المدار هو 
0 (لانه لا يوجد تشوه نسبي في الاتجاه الماس)» فان المسافة إلى نقطة الأصل ليست 0/ 
(لأنه لا يوجد تشوه نسبي في الاتجاه الشعاعي» في إحداثياتنا). 


(I) )۷,۳(‏ نعم 

(ب) توصلنا إلى أن 3/5-(70)49/4؛ © ابت» ویکون 0-7/2. وبالتالی فان 
+dt* =(16/9)r2d07. At = )۵۱3(0۵۵ = )8 0‏ 49 جع dr?‏ 

)£ ,۷) على افتراض أن 0,0 ثابتان. ينتج عن العادلتین (۷, ۰۱ (۱۸,۷) 


حل التمارين الختارة :۱ 
تتضمن السرعة الأولية الحددة 1= 82 . ينتج ذلك عن استبدال 1/2 بالمقدار الصغير 


2dw ee. ا‎ wo 
: AM = 0 dt ire H 
w )1- ۰ [ 


E 2 1 1 ۱ — 
| ۳ =o “dt عبر الكسور الحزئية‎ 








ينتج عن التكامل 60+ a2‏ = 
باعتبار أن 








o = 2GM - 1.62931019 m>/ / sec, رسر‎ = 42,069 m/sec = 1.4023<10 
.« 2 = 2.0586«10 3 (حوّلت باستخدام سرعة الضوء)؛‎ 
یوم. حيث إل‎ At = 6.416x103 m? /sec 2 6 sec = 27-5 oY 


معد ج Ww >1f‏ 
(A, 1)‏ ملاحظة: عند تحديد تثليثين» اببحث في تثلیث جزئي عام. 


(0 يتحرك متجة الاجاه v‏ من خلال النقل الوازی نحو الشرق على طول دائرة مثبتة لاط 
العرض عند دوران الارض. باعتبار دائرة خط العرض تدور نحو الیسار فان ۲ يدور نحو اليمين 
(باتجاه عقارب الساعة) 47/3- 240 في یوم کامل. من خلال نظرية جاوس وبونیه» يجب أن 
يساوي 27-47/3 تکامل تقوس جاوس عم السعة القطبية المحصورة» مساحة جزء کرة الو حدة 
فوق خط العرض MeL‏ تساوي 27-27510 ومن التمرین ۱۰ , ۳. وبالتالي» 2/3 = sin L‏ 


g‏ ای ران یس 


(۸,۷) () صحیح. يكفي توضیح أنه یمکن نقل أي متجة ماس وحدة GV‏ القطب الشمالي بشکل 
متواز CY‏ متجة ماس وحدة آخر س في القطب الشالی. ما عليك إلا نقله إلى الاتجاه الذي 


Vee‏ امندسة الريمانية: دلیل البتدتین 


يشير إليه على خط الاستواء انقله على طول خط الاستواء» آعده على طول خط الطول 
حيت يحون W‏ 

(ب) خطأ. لا يمكن نقل متجة ماس عند نقطة معيّنة على الأسطوانةء بشكل متواز إلى أي متجة 
ماس آخر في تلك النقطة. 


(۸,۸) على الرغم من أنه يمكن تدوين الكرة على JRE‏ رسم أو مجموعة مستوی أو سطح معلم. 
إلا أنه من السهل العمل tla‏ على المبادئ الأولى» وذلك لأن الشرائح أحادية البعد ذات الصلة 
هي جميعها دوائر ها نصف القطر O‏ . 

(أ) 2/a, (2/a)(-x/ a)‏ ,2/۵ ,1/۵ ,1/۵2 
(ب). 0. 
(ج) K =1/ (asin), Kg =cos@/(asing)‏ 
H =1/2 2, 0 =0 Ó) )۸,۹(‏ . (استخدم العادلتین ۳ر٦‏ و ۷,٣‏ 2*7 ۰11-2 باعتبار 
المستوي ,۲ لیس ماسال 6. لاحظ آن H‏ و © غير محددين في التجة.) 

(ب) الجميع 0. 

21/2 >Kg -1/2 2 (ج)‎ 

nr / 2 (د)‎ 

(a)‏ تفشل السلاسة. 

O)‏ | 2*2 /۲) 10 2۷/2 . (بناءً على 0= ©» يمكن فتح الخروط وثنيه (دون تمديد) في جزء سطح 
مستو مسطح» وقد تم تصغير المسألة إلى حساب مثلثات بسیط.) 
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Metric 

Lorentz metric 
Gauss-Bonnet formula 
Multi-vectors 

Simple vector 
Decomposable vector 
Ricci’s identity 
Symmetries 
Geodesics triangle 
Spherical trigonometry 
Ellipsoid 

Helicoid 

Covariant derivative 
Covariant 


Einstein tensor 


Riemannian curvature tensor 


Second fundamental tensor 


Norms 

Convex norm 
Precession 

Strake 

Equivalence principle 
Stokes’s Theorem 


Curvature vector 


۱1۰ 
متجة التقوس 
متجه التفوس الوسطي 
میکروسکروب Ga AN]‏ 
خالف التغير 
مد خنه 


مساحة وتَقوس جاوس 
مسالة المخيطات المتساوية 
مسألة فيرما 

معادلة سَطح متناهي الصغر 
معايرة 

ملخص شوارز 

میز أويلر 

منحنيات 


ميل 


gb‏ , طبيعي 

نقطتان مُتَرافْمَتان 

eae‏ شام 

Lele iaa 

نصف قطر التباين 

نظرية الطمر(التضمين) لناش 
نظرية القطر الأعظمية 
نظرية القياس افندسی 
نظرية بونيه 

نظرية بیشوب 

نظرية جاوس وبونيه وتشرن 


نظرية جاوس إغريغوء(الباهرة) 


الهندسة الريمانية: دليل البتدئین 


Curvature vector 

Mean curvature vector 
Tangent vector 

Bianchi's first identity 
Electron microscope 
Contravariant 
Smokestack 

Area, and Gauss Curvature 
[soperimetric problem 
Fermat problem 

Minimal surface equation 
Calibration 

Schwartz summarization 


Euler characteristic 


Curves; see also curvature of curves, 


Gradient 


Normal 

Conjugate points 

Special relativity 

General relativity 
Infectivity radius 

Nash Embedding Theorem 
Maximal diameter Theorem 
Geometric measure theory 
Bonnet's Theorem 

Bishop's Theorem 
Gauss-Bonnet-Chern Theorem 


Gauss’s Theorem Egregium 


نظرية کرة 

نظرية مقارنة توبونوجوف 
نظرية مقارئة روش 

نظرية هوف رینو 


۱1 


Sphere Theorem 

Topogonov Comparison Theorem 
Rauch Comparison Theorem 
Hopf-Rinow Theorem 

Cut points 


Pendulum 


Lunes 
Hyperbolic Geometry 
Non-Euclidean geometry 


Geometry 


Proper time 


1۲ 


الزاوية المحصورة بن مستویین 
طول القوس 


$ ہے‎ ù 
المساحق و شو سس جاوس‎ 


انحناء 
۳ 


كرة بر غیر 

التطابقة الاول لبيانکی 
نظرية بیشوب 

تقب أسود 

نظرية بونيه 

خط عرض بوسطن 
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انيا: إنحليزي - عربي 
A‏ 
Angles between planes‏ 
Are length‏ 


Area, and Gauss Curvature 


Bending 

Berger sphere 
Bianchi's first identity 
Bishop's Theorem 
Black hole 

Bonnet's Theorem 


Boston's latitude 


Calibration 
Catenoid 
Chain rule 
Christoffel symbols 
Comparison Theorem of Rauch 
Complete 
Computer 
Cone 
Conjugate points 
and sectional curvature 
and shortest geodesics 
Complex projective space 
Connection 
Contravariant 
Convex norm 


Coordinates, 


YIT 


Normal 

Costa's surface 
Covariant 

Covariant derivative 


along curve 


Crystals 

Curvature, 
see also curves, 
Gauss Curvature, 
Mean curvature, 
Principle curvature, 
Ricci curvature, 
Scalar curvature, 


Sectional curvature 
Curvature of curves 


generalized 2200 
geodesic Kg 


polar coordinates 


radius of 
Curvature vector K of curve 


Curves; see also curvature of curves, 
Geodesics 

Curvature vector K, 
Isoperimetric 
Normal vector n 


Tangent vector 7 
Cut points 


Cylinder 


۱1۹ احندسة الري‌انية: دلیل Sted‏ 


0 


: 
قطر 
نظرية بونیه 


نظرية مایرز 
ee‏ ا ی ا 
عقو ديك مضاعقة 


مور آینشتاین Gi‏ 
میک روسکوب الکتروني 


سم قطع ناص 


مسألة فيرما 
الشکا الاساسي الأول 


مبرهنة جاوس وبونیه 
3 
برهان R‏ 
نظرية جاوس وبوییه وتشرن 
تقوس جاوس G‏ 
ایت 
A 1‏ 


فوق سطح 


إحداثيات محلية 


Decomposable m - vector 


Diameter 
Bonnet’s Theorem 


Myers’s Theorem 


Double clusters 


Einstein tensor G j 
Electron microscope 
Ellipsoid 

Enneper’s surface 
Equivalence principle 
Euler characteristic ۲ 
Euler’s formula 


Exponential map Exp 7 


and sectional curvature 


Extrinsic, 


Fermat problem 


First fundamental form 


Gauss-Bonnet formula 

Proof in R? 
Gauss-Bonnet-Chern Theorem 
Gauss curvature G 

and area 

constant 

of geodesic triangle 

of hypersurface 


in local coordinates 


تطبیق جاوس ‏ 
نظریه جوس إغريغوم (الباهرة) 
النسبية العامة 
جيوديسي 
يتقارب إلى تقوس مُوجب 
الوخدانية والوجود 


الفضاء الزائدي 


نظرية القیاس افندمی 
ال شندسة 
دود 


# 


عمومي 


ثبت الصطلحات ۱15 


in orthogonal coordinates 
and parallel transport 
of projections 
Gauss map n 
Gauss’s Theorem Egregium 
General relativity 
Geodesics triangle 
Geodesics 
converge for positive curvature 
existence and uniqueness 
formula for 
hyperbolic space 
relativity 


sphere 
Geometric measure theory 


Geometry 
bounded 
global 


Riemannian 
Gradient 


Graph 
Curve 


surface 


Gravity 


Helicoid 
with handle 
Helix 


Hopf-Rinow Theorem 


١115 


هندسة زائدية 


فوق سطح 


داخل 
JL.‏ المحيطات المتساوية 


حقل جاكوبي 


لابلاس 
طول 

مقاس لورنتز 
هلال 


نظرية القطر الأعظمية 

تقوس وَسَطي H‏ 

متجة التقوس الوَسَطي H‏ 

عطارد 

مَقاس » متری ds? = gj du du?‏ 
إلى الرتبة الأولى 

لورنتز 

شفار تسشیلد 


معادلة سطح متناهي الصغر 
آنیتموث 
متعدد الت هات 


نظرية الطمر(التضمين) لناش 
الشبيكات 
هندسة لاإقليدية 
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Hyperbolic Geometry 


Hypersurtaces 


Infectivity radius 
Intrinsic 


[soperimetric problem 
Jacobi field 


Laplacian 
Length 
Lorentz metric 


Lunes 


Maximal diameter Theorem 
Mean curvature H 
Mean curvature vector H 


Mercury 
Metric ds 2 _ gij du J duJ 


to first order 
Lorentz 


Schwarzschild 
Minimal surface equation 


Minimal surfaces 
Moth 


Multi-vectors 


Nash Embedding Theorem 
Networks 


Non-Euclidean geometry 


ثبت الصطلحات ۱۷ 


Normal coordinates تاظمة‎ CHOI 
Normal n n اظمی ؛ طبيعبى‎ 
to curves للمنحنی‎ 
to hypersurface للقوق سطح‎ 
to surface للسطح‎ 
Norms مار‎ 
crystalline البلوري‎ 
first variation التغير الأول‎ 
Manhattan ماخپاتن‎ 
Rectilinear مستقيمي‎ 

0 
Orthogonal group SO(n) SO(n) تتعامدة‎ FF 
Osculating circle دائرة ملا صقة‎ 

م 
انتقال متواز Parallel transport‏ 

and second variation والتغیر الثاني‎ 

Pendulum تون و‎ 
Pinching الشطيرة‎ 
Poincare disc فرص واا‎ 
Precession (is als 
Pressure Las 
Principal curvature 50 
Principal directions اتجاهات رئيسة‎ 
Projection اسقاط‎ 
Projective space فضاء اسقاطی‎ 
Proper time T T الوقت لفعل‎ 
Rauch Comparison Theorem n نة رو‎ lee 
Ricci curvature poe ao 


Myers’s Theorem peL 


الحجم 
ples‏ شاك 
ل شار 
ات ال 

Cis pe) مقاس‎ 

نصف القط 
الشکل الاسامی الثاني ۲۲ 
مُوتر BE lal‏ 
تقوس مَقطعي 

نظرية بونیه 

Ola fa OL ahs 


نظرية مقارنة روش 
نظرية كرّة 
متو سط كات لجو ارماك 
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sign 

Ricci’s identity 

Ricci’s lemma 

Riemannian curvature tensor 
and inequality of mixed partials, 
and parallel transport 


sign 


Salt crystals, 
Scalar curvature R 
of product 
and volume 
Scherk’s surface 
Schwartz summarization 
Schwarzschild 
metric 
radius 
Second fundamental form II 
Second fundamental tensor H 
Sectional curvature 
Bonnet’s Theorem 
conjugate points 
constant 
diameter 
exponential map 
of projections 
Rauch Comparison Theorem 


Sphere Theorem 
weighted average of axis curvatures 


Simple m - vector 


فضاء الظِل 5ر 7 

متجة ماس آ للمنحنی 
نظرية مقارنة توبونوجوف 
التو اء 

طارة 


E 


المصطلحا 


١ 84 
Slice 
Smokestack 
Soap films 
Special relativity 
Sphere 

Hypersphere 
Sphere Theorem 
Spherical trigonometry 
Steiner problem 
Stokes’s Theorem 
Strake 
Surface of revolution 


Surfaces 
in R? 


in R” 
Symmetries 


Tangent space 1 دم‎ 

Tangent vector T to curve 
Topogonov Comparison Theorem 
Torsion 


Torus 


Variation 
of curve 
second of curve 


of surface 
Volume 


and scalar curvature 
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۷۷ 


Wedge product 
Weingarten map Dy 
Wulff shape 


Yamabe problem 


l 
٩۸ ۰۲ ۰۲۳ آسطو ان‎ 
۱۳۲۶ ۰1۰ ۰8۸۶۰ اسقاط‎ 
onl 
۱۲۱ بلورات اللح»‎ 
۱ ۱ ۵ رات‎ ASI 
۱ ۰ | تام‎ 
٩۲ تطبیق ينغارتن»‎ 
۳۱۰۳۰۰۱۶ التغر الاو‎ 
م‎ 
۱۱۱ ۰۵۵ حجمء‎ 


خارجی. qe‏ 
خط عرض بو سطن. VA‏ 


۱۷۱ 


کشا المو ضو عات 


F) 


داخلل» 4۲ ۰۲ ۰۲۲ ۰۵۱۳۲ ۱۰۵۳ ۰۵ ۱۰ 


qT الا‎ 
J 
۰1۹ ۰1۸ ۰1۷ ۰1۳ ۰۵۳ رموز کریستوفل»‎ 
Yo 
JH 
۱۸ سطح كوستاء‎ 
ju 


شکات) ۱۲۸۰۱۲۷1۲٦‏ 
سار تسش لد AO ۷۷ ۷ ٤‏ 
شکل ولف ۰۱۲۱۰۱۲۰ ۱۲۰۱۲۲ 


J 

صيغة آویلر ۱۳ 

۵۷ ۰۵5 ۰۵۵ ۰۵۱ ۰8۸ ۰۱۵ ۰۱۳ صغف‎ 
٩۰ CAY CAE CAV VT TA TT ۰ 


١١ 4۹4٩ باق‎ 641690 ۶ 
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h 
15 طارة‎ 
۱۱۹۰۸۱۰۱۱۰۱۷ ۰۷ ۰۵ طول القوس.‎ 
۰۲۱۰۲۵ ۰۱۷ ۰۱۰۸۰۷ ضعت‎ ۰۱ cS gh 
۹6 4۱۰۱ 6 ۸ 
۰۱۰۷ ۰۱۰۳ ۰۱۰۲ ۰۱۰۱ ۰۹4 ۸ 


۱ ۲/۸ ۰ ۶ ۳ 


E 
۸۰ ۰۷۸ ۰۷۷ ۰۷۲ (¥1 «¢ عطارد»‎ 
AV 6 ۲ ۷ (goed! على طول‎ 
١١ 


wd 
1۵ الفضاء الزائدی»‎ 


+1 ۷ ۰۱9 4۲ ٩ ۸۲ ۲ ۱۶ ۲ للسطح.‎ 


۵۳ ۱ 0۰ 


للمنحنی ۵ ۲۷ ۵ ۰۲ ۱۲۵ 


VV بق‎ 5 VT or 
م‎ 
۷ 5 ۰۷ ۲ مبداً التكافقق‎ 


مل لك ۱۷ 


مسألة فيرماء ۱۲۲ 

معايرة» ۱۲۷ 

ملخص شوارز» ١١١‏ 

ULERY ا‎ GV ال‎ a) ee cee 
۱۱۶ ۰۱۱۳ ۰۱۱۰ ۰۱۰۳ 640 564 
۱ ۵ ۰ ۸۵ 


منحنات: ۵ 


J 
۸۲ VV VE NYT ۰۷۲ ۸۷۱ ۰۱ السیة‎ 


AE AY 

نصف قطر التباين» ۱۰۹ 

۰۲۳ ۰۱۹۰۱۵ ۰۹ ۰۸ ۰۷ ۰1۰۵ نصف قطن‎ 
CW قف‎ ۹4۷ ۵ ۵ 
۱۰۷ AA ۰۸۵ ۰۸ VY ۸ 
۱۹ 

نظرية القطر الأعظمية» ۱۱۲ 

نظرية القیاس افندسی» ۱۲۰ 

نظرية مایرز» ۱۱۱ 


ت 


